Annales de la 
Faculté des 
sciences de 
Toulouse 



Faculté des 
sciences de 
Toulouse 



SlO 
TXIS 




Digitized by GoOglc 



Digitized by GoOglc 



ANNALES 

DS LA 

■ 

FACULTÉ DES SCIENCES DE TOULOUSE 

POUR LKS mSMM MiimiTI^lES ET LU smSLti, PHVSJtliES. 



Digitized by GoOglc 



Digitized by GoogU 



ANNALES 

dk; u\ 

FACULTÉ DES SCIEINCES 

DE ÎOULOUSE. 

Pom LES 

SCIENCES AlATUÉMATigUES EX LES SCIENCES PHYSIQUES. 

mute 

{•Alt UN COMITÉ DS RÉDACTION COMPOSÉ DBS FR0PBSSBUR5 DE M.\TH£»ATIQV6S, 
DR PHYSIQUE BT »B CHIMIE DE U FACULTÉ, 

■vos uti Ai'srnat 

■V inisTÉRi K LiHsniicnm piiuf us it m u MnmapAuri m mum, 

m ciMiu «iMliuix H U BUR-tunoE ET m iMiB-mtsin. 



TOM£ II. - ANNËË 1888. 



•-' :* A ^^ V''"' M' :": : s î-> ï-- 
:• : • : i î : *. : 

PARIS, 

GA13TU1£R-VILLAUS Ëï FILS, iMPUUl£UUS-UBRAIRËS 
l»E l'£coI.E POLYTiniiMon-, ni nttnr.Ai' DBS LOXtilTVDES» 

Qiui (les GratHlti-Auguslin», Si. 

1888 



Digitized by GoOglc 



^^-i Digitized by GoOglc 



SUR LB8 

UGiNËS ÂSlHFIOnaLi£S DË CEilïÂlKES SURFACES GALCliES, 

• PAU M. CH. BIOCHK, 

PnifciNiir ugrigi au Lycie d« I>mmï 



I, jx'ul (li'icrmiiicr ia posilion d'un point sur uii«^ sm faco n'-glce |iar 
doux coordonnées r cl s dont la première représente le scguicnl de gcnéra- 
iriee eompris entre le point considéré et le point central, la seconde étant 
rare de la ligne de atricUon compté à partir d^une origine arbitraire et li- 
mité à ce point central. L\'!(piation dinérenlifUe des Iign«?s asymptoli«pn's 
peut s'obtenir facilement en ('■crivant que les plans osculateurs de Ci^s lignes 
sont tangents ù la surface. Si l'on aj)^»:!^ 0 Taiigle que Ut génératrice eu un 
point fait avec la ligne de striction, K le paramétre correspondant, Û la 
courbore de la section normale tangente à la ligne de striction (ces trois 
quantités étant des fcmctions de l'arc «), Téquation des asymptottques est 

Le coelGcient de r* est nul poar le» surfaces à plan directeur. 

On déduit de cotte équation que, pour les surfaces à plan directeur, on 
a, en appelant r et r'deux solutions, 

K(/*— r')*=eoDSi. 

Si K.estc(H»tant, les segments déterminés par deux lignes asympiotiques 
sur les génératrices sont égaux (M. Paul Serret). 

Les lignes asymptotitpies des surfaces à plan directeur et A paramètre de 
distribution constant, «pif j'a]i[M ll. rai, ]>our abréger, sur/acrs C^^. ont une 
relation simple avec les trajectoires ortbogonales des génératrices. En effet, 
pour ces surfaces, ei Ton remarque que, dans ce cas, 



II. — Fm, dir r. 



Si = liùa0co»6f 
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W.l CH. MOCHE. 

Icquation (i) >c rvduil à 

liiiidis que l'cqualion des irajocloii es («riliugonalcs se irouvc cire 

Donc, dans ces surfaces, ies asymptoliqucs sont les linux des milieux des 
segment» comprù entre ta ligne de sirielion et le* trajectoire» orthogo' 
naleit. 

2. Chercltons I equalion générale des surfaces (S). Lue surface à plan 
directeur peut se représenter par les équations 

)cosa — *sin« — F{flt), a=o(i); 

son paramètre de dUiribulion est donné par 

K — 

n'aiilrc part, si Pou appelle a l'arc de la projection f!r la ligne de •'trir- 
lioii sur le plan dii'ecleur et p le ra^on de courbure de celle projecltou, on a 

v{, par suile, en a[)pelanl 0 l'angle de la géncrainee avec la ligne de slric- 
liuu, ou de la ligne de striclion avec le plan directeur, 

Ko = col 0. 

Ce qui précède montre <jae l'équation générale des surfaces (S) est 
(I) /cmK«— «sInK« = F(s), 

et que, en outre, une surface ( S ) est complètement déterminée si Ton donne 
la projection de sa ligne de sinction sur le plan directeur. Kn particulier, 

si la projection esl un cercle, la lipic de slriclion csl une hélice, et récîprO' 
qucnienli 1 équation de la surface peut alors s'écrire 

ycttàtis — jBtliaKsssa, 

le signe de K. donnant le sens de Tenronlemcnt de riiélicc. 
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t^n général, si TéquAlion Ungentielle de la projcclion de la ligne de stric- 
tion est 

(9) /(«,!•, K') = 0, 

réquation delà surface (S) correspondante est 

/(sitiK c, — rosKr, > tosKi — j;sinK«) = o. 
Kllc s obiicQi en identifiant Téquation ( i) avec 

pt en éliminant », tv, K(«) entre les équations de condition et les équa- 
tions (i) Ct(!t). 

3. Le llit'oréuic donné prcccdonimcnl sur les lignes as) inploliqucs perniel 
d'obtenir Téquation de ces ligru'i» en coordonnées cartésiennes, car leur 
équation peut s^écrirc, en remarquant que «focosO = ifo, 

■idr -i-ds — o ; 

d*aulrc part, on trouve facilement 

rfff = - K |^F(s ) -t- p F'(«)J rf». 

ICi si Ton écrit Téquation d'une surface (S) en mettant en évidence la ligne 
(le striction 

y-F(s)<iiuK3+^ P(s) sin K« jt F(«) sinKs H- ^ f{») eosK s 
*" tins " " côsi ' 

la valeur t oiuiiiuiie de ce» fractions étant la dislance tlu point ( i , ; ) au 
point central correspondant, pour avoir équations des asyuipiuLi<{iics, 
il suffit d^cgaler ces fractions à 

ce (jui donne l'équation générale des asymptotiques 



A/f CH. Mocar* 

Kn pArtiriiti'T, il exij»l« des Murfnrrs dont une li|]^nc asymptotiquc do 
«H'fftnd fiyêU'$m e»l recUligne; si les équations de celle droite sont 

«so, y=stn*, 
I» MirfNcc correspondante est 

1.4 ligne de «Iricliuii di: o-llc «urfacc, qui i>t (loiiiit'-f par les équations 
— i^eos*Ks, /=mf« — 1^ u 

M |Miiii' |>irijrcij{fii nur Ic pliiH (llrcclciir une cycloldc. Le mclf qui dunnc 
ci'itn (*;i:lo]de a pour rayon cl roule sur lu droite x = — ^ - La tangente 
aux sonimolarst donc la projection do la directrice recliligne. 

i . Parmi li*s surfaces ( S), jl y en a qui admettent pour trajectoire oblique 
di'N g^ni^mtrirm une des lignes asymptotiqucs. Je vais déterminer ces sur- 
fiirt'M. Si l'on poM* 

I(«N nM'flIt'icnlH din!Cl«'urH (!<• I.i iiingenU; h une asyniptolique peuvent 
ii*iVriri% on faisant, iKiur aliivgcr, K s i , 

tfr 
tiv 

,7j "-t9'(a)C083-9(s) tins] 

KÏ l\m fiiil rtMitror dans la fonction la constanlc correspondant à la 
li|nio asymplolicpic considérée. On en déduit, en appelant m la cotangcnte 
d«< IVinitle de cette courbe avec les génératrices, 

on lirt* tlo là 

el» [vnr Huilo, on intégrant l'étpMtion qui lie F et 9, 

Vu^s \cos« »-ll»ins ^ —7"* yc-'t-e—'^. 

«H» -r- 1 
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On | )ctii supposer A et B nuls, à condition de choisir convenablemenil'on- 
giiK- (Il s coordonnées, de sorte que Féqnation des suriàoes chercbées peut 

s'écrire 

y fi085 — a waxs = — rr— («*•+ «""*). 

Les équations des asyniptotiques sont alors 

y — cios»(*"* -»-«-•«) 

sin« 

m . 



C0S5 a(i -»•/»*> 

pour la l^e asyiniuoiique trajectoire G ss o. 

J'ai suppose m -/o: pour m = o on aurait les hélicoïdos luiiiinia sur 
les(]ucls toutes les asjmploliques sont Irajecloires orlhogunalei» des 
génératrices. 

5. Les surfaces dont la ligne de «Iriclion est ligne asyn)ploti{|ue présen- 
tent quelques analogies avccles surfaces à plan directeur. Ct-s analogies pro- 
viennent de ce fait que, pour ces dernières, la ligne ^ = o est ligne asym- 

ptoiique, tandis que, pour les premières, la ligne r = o est ligne «isynipto- 

tiquc. 

L'équation des lignes asymptotiques de ces surfaces peut s'écrire 

Ai) 4i) 

tandis que, pour les surfaces à plan directeur, on a 

aK^ + Kcosfl=o. 

ds at 

L*éqaation ( i) peut s'intégrer fiscilemcnt : on trouve 
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A.(j CH. BIOCIIE. 

il'où l'on déduit, teir* étant deux solutions, 



consu 



Lorsque K est constant, K.' sort du .signe de quadrature; or, û Ton pose 
r = />' est une solution de Téquation des trajectoires orthogonales, et 



— ^ 



est une sdution de Téquatton des asymptotiques. Pour les surfaces (S), la 
relation entre les deux sortes de courbes s'exprimait par 



/■ 

~ a 



Si la ligne de striction est une courbe, le paramètre de distribution est égal 
k la torsion de cette courbe, de sorte que, si le paramètre est constant, la 
ligne de slricllon osl une courbe à torsion conslanle. 

Si la lij;ne de sirirlion est une ilroite, 0 fsl cniis!î»nt, et cosO sort du signe 
d'ijtlégratiun. Si 1 on prend la ligne de striction pour axe des 5, le» équa- 
tions d'une génératrice peuvent s^écrire 

X _ Y _Z-Ç^ 
cos^sind sinçcosd cos& ' 

0 i-lant constiinl, et X éliinl uiu' ionclion de ^. 

Ou a alors pour équation générale des surfaces à ligne de striction recti- 
Jigiic 

Z=cot9v'X»-i-Y« + f(J) ; 
on trouve facilement pour expression du paramètre de distribution 

* — a:' 

le signe à prendre dépendant du sens dans lequel tourne la droite en s*èl«- 
vant. Si K. = const.,ona, en prenant le signes-, par exemple, et en choisis- 
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sant pour plan des ZOX celui qui contient la génératrice passant par Tori- 
lîinc, 

y. = col(ii/\*-h Y' + g arc UDg ^ 
ou» en coordonnées semi-polaires, 

Z— pcolS -t- ^• 

L*équation des lignes asymptoiiqucs en coordonnées r vt < est alors 

- -H li' cos&< = const., 
r 

ce qui donnCf en remarquant que rdnO = p < i <|uo «est la coordonnée du 
[ûed de la génératrice, 

«•quation de la piojcclion (l'unf asvmptotique sur le plan Z — o. 

Ou nlitienl ainsi des sortes tl«' spiraU's lournanl autour du pôle. pôle 
est un point asymptote, et les courbes ont des asymptotes langcnteii au 

cercle dont le cenUe est à rorigiiic, cl le rayon llj^îf . 
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SUR 

LES LIGNES SINGULIÈRES 

D£S FONCTIOI«IS ANALYTIQUES/ 

PAR M. PAUL PAINLEYÉ, 

Aneicn ÉMve 4« l'I^I* NomMlc lupérieuc. 

INTRODUCilOiN. 

prciiiièrc l'arlic de ce travail est consacrée à l'étude d^une fonclion 
dans le voisinage d'une Ugne singulière ou coupure. La notion de coupure 
se présente dans la discussion de riii(é}(rale de (^aucliv; elle peut m^ine 
s'introduire, jiinsi (|ue Ta montré M. Hormile, à l'aide d'intéj;fralcs définies 
où la variai il'- <riiiléj,'ration est réelle. La f^i'rir" dp Taylor, convrrtîcnte 
dans un certain cercle, offre aussi un exemple simple de coupure, cl 
MM. Weierstrass, Tanncry, Appell ont formé de nombreuses séries qui 
représentent deux fonctions disUnctes dans deux aires dilTérenles du plan. 
Nous énuméronSf dans un |>reiuier Chapitre, les sin^nilirilés diverses que. 
peuvent présenter 1rs «viuliolrs ('et parlinilirrcnicnl les séries) tpii c!<'l!iiis- 
s<Mi!. nu ( « i tMin < s|i;ii r, nue fonction analytique de z. ('eci nous con- 
<luil à quelques» tliéorènies sur les séries, dont le plus important est le sui- 
vant : Quand une série ¥ 7si\„(.c,y) converge uniformément sur le 
roniourfd^uncaire fermée S, à Tintéi^eurde laquelle les fonctions V»(«,^) 
H>nt ré{,'uliêres et satisfont à l'équation AV„ = Oî l* la sàn'r ¥ converge 
ittitfonnément dans S; 2° les s-rr/rx, foroif-CH par Ifs dfh-ivées de ses 
termes, convergent uni/orménicul dait.s toute aire S' intérieure à S et 
sans point commun avec s, et elles représentent les dérivées correspon- 
danteit de F. 

Soit une fonclion F(3) définie d*un c6té d'une ligne L et présentant 
telle ligue comme coupure : il peut exister une seconde fonction \\(z) qui 
II. - F«K. de T. B. I 
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rolnride avec la première dans le voisinage de L ei la prolonge au delà sans 

di«oontinuii<^. î-a roupure est alors arti/trirHr, cWf rsi fxsenttclle au cas 
mntrairf? : I»* cercle de convei^nce de la série de Maclauriii F(r>, i|ui 

développe la fonction y^^^» esl une coupure arliflctellc de F(s); la aérie 

F(s) qui ropréHente dans le rr-rcl'' rondamental C une fonction fuchsieiiiie, 

Ixildiiiof fl flt'fîiiic soulfrru rif dans ce Cfi( l»', .ulim-l au coulrnire (î 
coiiiiiii- roiipiiri- rssciilit llf. Non-. <l<»niioris d'ahurd une (oi me di- la condi- 
tion néccMaire et suriisanli* (hmii- ipi une coupure soil arliiicielle, qui s'ap- 
plique à une coupure qui-lcon(|ue. De cette condition, on déduit plusieurs 
théorèmes, concernant les fonctions définies par une relation implicite ou 
par une équation différentielle du premier ordn- : ci-s dcriiici-s sont utiles 
<lniis r<''liid'- iiili'-<rrali-s unifot'iu>-< d uiu" iWiuation diUVn'iilirlIi'. ainsi qur 
jf !(■ niciilii' 'l.ni-< |ilii-<ii'iir's ap|iliratiiins, i-t iiolaïuninit «mi K-clicrcliaiil 

Inulca 1rs fhjualioiiH ilr In fninir'^ ■= /( z, u )\uù/{^Zf u) e.U uni/ormel, 

if'inl rinti'f^rali' i^rnrrnfi' fH'if/ rlrr iinifnrmf. 

Dans le cas où la coupure est nm- ligue analvlique, la condition pré- 
cédente prend une forme plus sinqde, indi(piéu d^ Tannée 1870 par 
M. Sciman ('), et 4|ui permet de discuter plusieurs classes de coupures. 
Des exemples des principales sin^^ularités d'une fonction dans le voisinage 
d'une roupure essenlir-llr ItTininrul crltr pn-niirn- Partie. 

Dans la scerMiili-, inms rli-ndoiis aux friuclious niiifoi mi s 1rs plus fîénë- 
rules les formes di- d*-coutposilion en sommes el en produits, données dans 
la théorie des fonctions k points singuliers. En 1881, avant le théoràme de 
M. Mittag-I^efller, M. Picard indiquait, dans le cas d'une coupure circu- 
laire, une forme de tlév«!lop|M>miMit er) prodoit, applicable à une coupure 
qufironque, i-l. peu di- Ii-iiips après, décomposait \w fnnrtioii F( : avaiil 
jiour ctnipuii-s di-s si'j;iu<'uls de tiioilcs, eu une sumuje de n fonctions 
u a^anl qu nne coupure, puis développait ces fonctions en séries ('). Après 
la découverte du théorème de M. MitIag«I.«fflcr, M. Goursat ( * ) a étendu ce 
théorème aux fonctions uniformes présentant des MUgulariiés quelconques. 
KuOn, M. Mitlag-Lctilcr (*) a coniwcré lui-même un Mémoire à l'élude de 



{ ' ) Monaitlirrirhlf <lrr .leademU: tu Berlin, ociolire 1H70. 

(•) Cinn/itr» rrntlus '/<■< iMnri-t df V AcadtmU de» ScUnett, i\ mar«i8Si, %% mai 1881. 

(•) Id., afi fi vtii r IHKI. 

Acta malhematica, l. lY; 1084. 
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ces propositions. .Nous doiiiioiis, avcr uik' dénionsimlioii un pou dilTt-ivulf 
éc ces théorèmes, plusieurs modes de développements en séries des fonc- 
tions présenUnt dans le plan une seule coupure, auxquelles on se trouve ra- 
mené. Un premier dt-vcloppi-nuMil, analo^nif à la s»'Tie de Taylor, rrposu 
suf l;i reprt''soiita(ion rniifni-nic ; les autres <,''<'ii<'i ;ill-< iil [■■•; ll«'•vel<^pp(•nlenl^i, 
iiHli«|ués par M. ,\ppell dans le cas d'une fonetioii lioloniorplie si l'inlérieur 
rfua contour d'arcs do cercles. Ils découlent de ce thcorèiue que toute fonc- 
tion kolomorplie dans une aire convexe peut se dikvhpper dans cettt aire 
en série f/r polynômes. 

Les notions d<' n'sidit, d'or t/rr, de /-Aç/ff (dëlinis soil eouinie inléfrrale», 
soit ffuntne coeffirienN) se p''iîér:di<'Mit rlè-; !or*; fnriicmcnt aver les propo- 
hitions (pii s"^ ruttaclienl. En particulier, le lliéorèmc des résidus et les 
théorèmes de Lionville subsistent pour les fonctions doublement pério- 
diques k singularités quelconques. 

I^nfin, plusieurs des résultats énoncés ont été éten<lns'aux fonctions V 
de deux ou trois variables qui satisfont à l'équation AV ;= o. 
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PREMIÈRE PARTIE. 

ÉTUDB D'UNB PONCTION DANS LB VOISINAGE mrNB COUPURE. 



CHAPlTlUi 1. 



1. Avant d'ahordt'i' r»'luti<' d iiiK' foucliuii dans le voisinage d'une cou- 
pure, il convient d*cnumércr brièvement les singularités [)euvent offrir 
IcB symboles qui représentent, dans une partie du plan, une fonction unî- 
formode la variable z =:x-h l y. 

Soit une expression de la fornu' V{x,y ) -+- iQ(x,y ), li-s fniiclions V et n 
étant uniformes flans tout r«'sparc du ./•( )\- m'i elles sont di-linii-s. Nous 

supposons de £)lus ijuCn cliaque point d une ct^rlaïue uirtr S, V + /(^udnielle 
une dérivée par rapport à s et, par suite, qu'elle représente dans S une 
fonction holomorpho de s. 

Considérons dans le plan une aire f<!rniée ((uelconquc 9 : P + i Q sera 
dans 7 fonrtion lioloniorplie de sauf |KMil-<''lre <'n eei laiiis |t()iiits. ( !es 
points pourront être m nond)re infini fconiprendru par cxcuiplc tous les 
pointa de a ) et uffcclor des distributions diverses. 

En premier lieu, si tous les points singuliers peuvent être enfermés à Tin- 
lêrieur de cercles n^ayflnt pas de points communs et de rayon aussi ]H!lit 
qu'on vetil. lions dirons que Tensemblc de CCS points K est puiiiiin'l. Ia'h 
points fitrim nl alors des suites ayant pour liniiles d'antres pninis, fui iiiant 
eux-niéines des suil4-s analogues. La clusstiication de ces eni^endiles a ét«^ 
fuite i>ar M. Canlor. 

En second lieu, si tous les points ne satisfont pas à la condition précé- 
dente, mais peuvent i^lrc enrerinési l'intérieur dc COntOUrs tels que Paire 
totide «Mielose soit aussi petite qu'on vent, nous dirons f(ne l'enseinlde I', est 
liiii'-tiirr. Les points forment alors des suites on des ensend>les ponelnels, 
ay ant pour limites des lignes : autrement dit, il existe des lignes telles qu4-, 
si Ton décrit un cercle d'un quelconque de leurs points comme centre, ce 
cercle renferme un nombre inflni de points E, si petit que soit spn rayon. 
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SIR LES LlfiNES StNOlIIIBRES DES FONCTIONS AN.VIATIQI-ES. B.J 

Par oxoniple, l'cnsomblc E sera composé de poinls iniiniment voisins (ou 
même de loua les poinls) de plusieurs lignes. Ces lignes {leuvcnl être elles- 
mèmes en nombre infini et former des suites ayant pour limites des lignes 
ott des points. A ces ensembles de lignes, s^étend immédiatement la dasn- 
Gcation de M. Cantor sur les ensembles de points : le mot ligne remplace 
parloul le mot point, iinf Yi'^wn poiivniU parfois se réHnirr à iin point. 

En dernier lieu, il est possible cjue les puints E soienl distribués dans des 
aires finies <j', a", c'csl-à-dire qu'une portion de ces aires, si petite 
qu'elle soit, en renferme un noml»« infini (rcnseroble E com[Hvndra par 
exemple tous les poinls d*un certain espace). L'ensemble sera dit alors au- 
perficiel. Les aires v*, a*, • . • peuvent être en nombre infini et former des 
suites ayant pour limites des points ou des li<rnos. 

Telles sont les dispositions possibles dans 9 des points singuliers de Tex- 
pression P(x,^) + ' chacun de ces points, une au moins des 

fonctions P, Q est soit discontinue, soit indéterminée, ou n*admct pas à la 
fois de dérivée partielle par rapport à x et ^, OU bien enfin ces dérivées 
partielles ne vérifient pas les deux égalités 

àe àjr* dy dx' 

Supposons tout d^abord cpie les points E ne forment pas dans 7 un en- 
semble superficiel. Si, dans ce cas, la fonction V + (Q est continue dans 9, 
il sera démontré plus tard en toute rigueur qu'elle est nécessairement holo- 

morphc dans le même espace. ï^es poinls E sont donc des p<)iiiis de diseon- 
liiiiiib' (le P -H /(). Un premier genre de singularité qu'il convient de distin- 
guer i st le suivant : f«oit;, un point isolé de l'ensiMiible K, tel (pie, z tendant 
vers d une façuii quelconque, P -t- iQ tende ver» une eertairu; valeur «5 
pour s = P -H {Q est discontinue ou indéterminée. .Vppelons J(^z) la 
fonction de ^, qui coïncide avec P + iQ en dehors de et prend pour 9, 
la valeur «, Cette fmiction est holomorphe au point z^. Une telle discon- 
tiiiiiii ' ( Ht purement apparente. Un exempte très simple en est fourni par 
l'expression 

OÙ /(») est holomorphe et différent de zéro à roriginc : P + i(l = /( z), 
quel que soit s, sauf pour le point 2 35 o où P -l- iQ est nulle. Nous suppo- 
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MfrofM déaormaM qa*cn pBreil cas on remplace P ■+■ iQ par ), cl atitn 

|wur l'iijH IcH \rtt\nt» MUilog*ief î ee» point* peuvent former des suites ayani 

|M»(jr liinit' - rl';ttitr'"^ point» Si ces points z' sont pouryi z'i J- s 

(li«r((nliiiiiili'*< iIjj riK iiK" ^i-tirc, on li-s snpprinii! comme les (^'la fatl, 
r«-nM nil»lc Iv peut coinpi t-ndrc certaines lipies isolécis L,, telles <juc teu- 
claiil ri'une manière i|uelcom|tte vers un point Ç de L», la valeur de /(•) 
Inriile vem une limite a(TZ). La fonction ^( s), qui coïncide avec /(z) en de- 
lion* lit- I-, et pn'tnJ »ur L« les valeurs a(s>. est, comme nous le verrons, 
holomorplie Uaii» le voisinage de L,. On peut citer comme exemple l'cx- 
prt-i»sioit 

*Q-.^ /(a)»îii^»-t-i ^ h'^ 5 +...1, 

/< z ) élant liolomotplie sur (>x. Nous remplaciToiis la encore /^i;) par 
^(z), et ainëi pour toutes les sitigubrilés analoj^ucs. Ku déiinilive, s'il 
existe une fonction f(s) coïncidant avec P + iQ en dehors de rcnsemblc 
V.f continue et par «nite liolomor|ilie en certains points E' de cet ensemble, 
on NiilMililui' "fi z) il 1* -h H). 

<A•^ siii};ulariiéH paraMles cliiiiinécs, (juelivs sont les discontinuités que 

préw:nte I' -H ? 

Si rcnseniMe K est ponctuel, les points «inj^liers de P h- iQ dans 9 sont 
des |M)Icit ou de» points essentiels. 

Si IVnscmble Kcsl linéaire, la fonction P /Q est en outre alTeclëe de 
foiipurr-s. (j-i r(Mi|»Mrfs s<itil iiolri-s OU sont 1rs lirniti - (]>• -]ùv-< <lf points 
•îKwi'nliels ou de coupures. Dans le second cas, I* -i- est necessaireincnl 
discontinue ou tmléterminéc aux environs de la coupure. Dans le premier 
ras, soit L la lipic considérée : quand ; tend vers un point quelconque X de 
f, m II slant du eôlé ( ", fie I,, I» -t^ {() pflul tcndrc vers une certaine valeur 
/( '^^ ): t\ii eôlé opposé ( / de I,, I' t i() peut |>r«'ndre <-jralenienl sur L la Miite 
i\r Villi-urs )i 'P'i doit dilît-rer <\<-/(X )• Il '"•'^t possible, au contraire, tpie 
il'un côte <ie li (^ou des deux coté* ), pour de» [Kiint» C infinimenl voisins sur 
11, ou mAme |iour tous les points de L, P •+■ iQ ne tende pas vers une limite 
quand s tend vers 1^ sur un cliemin /, ou (pie ceiL<- limite dépende du chemin 
/. Ilaiis tous li's cas, l'expression I* -+- i() peut n'avoir aucun sens sur L, ou 
ses vairurs pour 1'"; |i(iiiit<; fie r>-\\>- li^Mie sont entièrement indépendantes des 
valeui» «pi'elle prend aux points voisins. 

Si lensenihlc K ext su|ierfi('iel, P + iQ présente dans v des espace» lacu- 
naires v', 0% . . .. Kn tout point Kdc cesrs|iares, P ■+- iQ peut n'avoir |)asdc 
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sens, ou être discontinue, ou ne |)as admettre de dérivée pw nipjiort àz(' ). 
Le contours' de Taîre y est une coupure de P + iQ, cette ligne peut être 
la limite de Btngul<iritrs oxlêncurrs à ff'; au cas cnnd-aire, P -f- i^} |M'iit 
Icndiv vers un*' «nit»» Ht» vnfi ur< /"(T ), (|uan(l z Irnd vers un point «le 
oxir'ni'urcnn'nl à c'. li arrive notamment «pif I* ^ i(} <'sl continue sur*' cl 
dans 5', cl n'aduicl pas dans 7' do dérivée par rapport à z. 
Ka dernier lieu, si P -1- cQ est holomorphe dans 0 et tend vers la valeur 
fonction continue de C, quand le point 9 de v tend d*unc manière 
quclconciiic vers le point X, du contour Sf nous dirons que la fonction P + iQ 
est holomorphe dans a et continue sur ton eontout, 

2. Toutes CCS remarques ont leurs analogues dans Tétudc îles fonctions V 
de deux ou trois variables qui satisfont A Téqualion ÂV s o. Soit t*(>,j, z) 
une fonction de v^yt s, unironnc dans tout Tcspace où clic est définie, et 

représentant dans un certain volume une fonction régulière \(jCy}', 3 ), qui 
safisfut f'i l'fVpialinn AV o. T. es points singuliers de l'(.r, \\ z) sfronl les 
discoiiliniiites de I' el de ses «lerivées prcuiièrôs, et les [loiiils où ses déri- 
vées secondes ne vérifient pas ré(|uaiion ÀP = o. On voit, comme plus haut, 
qu*à rintcrieur a d'une surface fermée * ces points peuvent former des en- 
sembl<-s poncdiclji, linéaires, superficiels, on cire distribués dans des vo- 
lumes fuiis, et former ainsi un enscrnhlc à trais ili/urnsio/i'i. 

(m dernier cas excepté, les points K sont nécessairement des disconli- 
uuilé:9 de P on île ses dérivées premières, d'après ce théorème que, si une 
fonction V est régulière dans un espace, sauf peutH*lre sur une surface pA 
elle est continue, ainsi que ses dérivées premières, elle est régulière dans tout 
cet espace. De plus, s'il existe une fonction Q(x,^, s), coïncidant avec 
l'(y, v, z ) en dehor« des jutints E, et continue en des iK>ii)ts oti sur des li- 
gnes el des surfaces K ijiii sont des discontirmites de l', on su|>prime ces sin- 
gularités apparentes en substituant Q à 1*. Mais les points E' peuvent cire 
encore des discontinuités des dérivées premières de Q. Cette discussion sV 
chèvc comme la première. En particulier, si P( .r. >% z) est une fonction 
réf^uliére dans 7, et si elle tend vers xme valeur /( r^, C ), fonction continue 
de H, r, fpiand (x,y, z) tend vers le point y;, s ) de en re*;I.iiit inté- 
rieur à <r, on dira qu'elle est régulière dan» o- cl continue sm- on dira de 



(>) P-i- iQ peal tdmttre mm dérivée en eerleim pùtmU j, de ^, mth ertie dérivle 
•*e%»te ]MS pow do* pqiiits inliewnent Toîûe*. 
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mènip qiif^ SOS dérivées premières sont continueB dans <r et sur * , si les Conc- 
» dt* dp i)P 

bons gg» -j^ vérifient la même condition. 

3. Les diverses singularités que nous avons cnuméré<"8 sont ofTrrli s p.ii 
It's svniholcs élémentaires qui définissent une fonction de z. Envisagti»ii>, 

par exemple, l'inté|^rale /(t, z )tlz — ¥( z ), où /, a et P sont réels. Si à 

eliaqne vnlonr de / correspondent di'»; |n>inls singulier?: de /{ /, ; ) ne formant 
pas de suites liuéain's, la fonction F ainsi défmie prési-ntera en général des 
lignes singulières; si à chaque valeur de / corrcspondcnl des lignes singu- 
lières de/(<,s), la fonction F présentera des espaces singuliers. 11 en 
serait de même « F était définie par lïnlégrale double 



/K^) f^»»"' fl*^* point» singuliers pour chaque valeur réelle de t cl de 0. 

En partieulierf ces intégrales peuvent définir une fonction F continue 
dans une aire S, dont la dérivée par rapport à z existe dans une partie 

X' - - /■/ 
^' • -i — li*'' 

l^où L ^ I.7.l!â représente une fonction uniforme de » ayant pour coupure 

le segment de droite y^t compris entre « = o et :r i j définit une fonc- 
tion de z holomorphe dans le plan, sauf pour les points x ■+■ iz dont et 

rysont positifs et plus petits que l'unité; car, en ces j)oinls, F est égale à 
une friiiclion de z -h - y). De plus. l'Vst continue dans le plan, sjuif 

|iour les points des droites = o, x = i dont rordoanéeest comprise entre 
o et I. 

Il est facile également de former des séries qui définissent dans une aire 
S une fonction uniforme de et qui présentent dans le plan des singu- 
larités quelcon<jues, notamment frlle dont nous venons de parler. Soit en 
effi't l ( x,^') + t V( r, riiii- fon< tinn holomorphe de telle que, pour 
X = o, IJ — o. Développons en série de fonctions de Laplace, entn* x= — «, 
x^ttfti y — o,y^-, les fonctions V(.r,^-) et \j,(x,y) : U,(.r,^) étant 
égaleà Upour oet à — U pour « < o. La série F = ll| -i- « Vsera con- 
tinue pour les valeurs de x et de comprises^ les premières entre — it et 
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-+- r, Ii's st'i'oiuk's ciiiic o et t:; elle n'admettra pas de dérivée par rapport 

à z pour 1rs vfi!»^)irs noiralivcs «le 

Si les lorincs d une sciic son! dt s ioiu-liuiis tli- la série n'aura pas de 
acro en tout point qui sera singulier pour un de ses termes, cl Ton peut faire 
on sorte que ces points forment des ensembles quelconques. Si, dans une 
aire S, tous les termes sont holomorplies, la série penl représenter line fonc- 
tion Itniomorplie dans une partie dr S et diverj^erdans; l'anlre. Mais d'antres 
>iumilarilés sont-elles pnssihh's? Pour étudier e<'tle «piestion. iion« niirons 
recours ù quelques propriétés bien connues des séries, que nous ra[»pelle- 
rons tout d'abord. 

■t. Lue série converge uniformiUurnl dans un intervalle/,/,, si 

ù tout nombre positif e correspond un entier v tel que, n étant égal ou supé- 
rieur à V, on ait 

I R«(0 I <t. 

pour toutesks valeurs de t égales A 1,, /, , ou comprise* entre /« et /, (^la va- 
riable t est réelle). Ceci revient à dire qu'on peut trouver v assez grand pour 
que, p étant quelconque, on ait dans le même intervalle 

I S,*;,(<)-S,(0 I <t. 

Les raisonnements qui vont suivre reposent sur ces deux théorèmes : 

t^emm*' I. - Si tous les termes d'iuie série sont susee|)liblcs d'intégra- 
tion et ?i la «('rie ronvertre tirtiforîtiénietif flans nn iiitfrv.dlr. la fonction 
(pie représente la série est intégralité dans cet intervalle, et sou inlégrale 
est la somme des intégrales de tous les termes. 

l^mme II. — Si tous les termes d une sériey(/) admettent une «lerivei' 
susceptible d'intégration el si de plus la série de ces dérivées converge uni- 
formément dans un intervalle, elle représente la dérivée de f{t) dans cet 
intervalle. 

\jt lemme I peut s'étendre à une certaine classe de séries ntm uniformé- 
ment convergentes. Soit une série /(l) — ^^«(O qui converge uniformé- 

menl dans tout intervalle, compris entre /„ et /, el ne renfermant pas certains 
points /', /", . . .. \mi-i convenons de dire alors, pour abréger, que la série 
converge itnij'ormément entre /, el sauf pour les valeurs /', /' , .... Les 
points peuvent former sur Taxe des / des suites ponctuelles. En 

II. - f«c. de T. B.a 



oos points, la série peut ôlro divorpciitt'. Si le inodiilo maxiiniini de S„(/> 
oiitiv t'I /, ne croit pas au «Idà «if toute liiuito avt>c «, lo Ii-muio I s ap- 
plïipio oncon* à riiitcrvallf- 

Pour le voir, il suffit de décomposer l'intervalle en deux parties .v et 
s' (formées d'ailleurs d'intervalles séparés), s' renfermant toutes les valeurs 

/', Soit M la limite supérieure de|(S, /^|. On peut toujours prendre .v' 

de telle sorte (pie j Mtlt s<»il inféri«'ur à un nomlire positif i aussi petit 

ipi'on veut : cela fait, il existe un nombre n assez };rand pour «pie, p étant 
un entier quelcoiupK', on ail <lans tout l'intervalle .v 

Si donc on dési^çue par S'^ la somme de» n premiers termes de la série 



2/ 



le module de la dillérenee ( S„,p — S„ ) sera, pour la même valeur de //, in- 
férieur à — i(l -h 2)|, si / est la longueur du serment /„/,. La nouvelle 
série converge donc, et il apparaît aussitôt qu'elle représenl»' rinléj^rale <|e 

/"(/). Il suffit, pour fpie le raisonnement s'applique, que j S„(/)<// tende 

verso uniformément avec*' (quel que soit n). 

Il convient d'ajouter qu'une sérii* }ù'i„(t) peut converj^er dans un iiit<>r- 
valle /,/,, sans converp'r uiiiforinément «laiis aucun intervalle fini, si petit 
cpi'il stiit. Soit par exemple une fonction /(/ ), à variation limitée entre — t: 
et ■+• r, et discontinue dans tout intervalle, ainsi epie la suite de valeurs 

■~ — •' La série 



1 



converge dans l'intervalle — -, et représenti- <lans ci-i intervalle 

~ (a>niiue ses termes sont fonctions continues de /, elle ni' 

converge uniforinéiiu>nt dans aucun iut<*rvalli> (sinon, sa somme serait fonc- 
tion continue de / dans cet intervalle). 
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O» remarques faileSf oonsidteons une aéne de la forme 
ou de la forme 

Une pareille série converge uniformément dans l'aire S quand, à toul 
nombre posilif c, corre»pond un entier v lel que, n êianl supérieur ou égal à 
Vf on ail pour tout point s (ou x^y) de 5 et de son contour 

1 R,(a) I on B,(j?, v> | <«. 

Si une série converge unifoniiciiu'nt dans lout espace a iiilcricur à S el 
ne renfermant pas certains pointe s' ou certaines lignes f de S, nous conve- 
nons de dire que la série converge uni/ormément, tau/aux pointa ou sur 

les lignes t. 

La st'-rie cniivrTfîe uniformément sur une ligne AB(x = ^(l), 
g — /*(/)], si la série 

2/.[*(0] ou Z9.[-'(0. ^(01 

converge uniformément entre et et t, étant les valeurs de t qui cor- 
respondent aux points A et B). 

5. Nous pouvons dès lors énoncer le théorème suivant : 

TuÉORÈHE 1. — -So/V une série ^/„(z) =. ¥{z) el une aire S à coniottr 
quelconque : si les fonctions f^i^z) sont Aobmim'pfufs dans S et continues 
surs, et si la série F(z) converge sur s mifwméme^ : l'h série F(s) 
converge uniformément dans hntir aire S' intérieure à S et sans point 
roninittn aver k\ 2"* h's fn'riex fm-i/iri's par frs J''ri\ f''es .surce,ys-t\ r.\ t/fs 
fermes de 1* ( z) ronvergail uniformément dans S' < / r< présentent les dé- 
rivées successis^cs de V(z ) dont V existence est ai/isi démontrée. 

Formons en cflél lu série 

(1— jf)»^« 

el ai»jt<>lon!> M le nioduli' iiiaviinum de quanti « varie sur le con- 

lour .V. el T dans Taire S . < )n peut, quel que soit i, trouver un fiilier v assez 
jp-and pour que, n étant supérieur à v, | MRa(5) | soit inférieur à t quand z 



|Miroourt *, Diaprés Je Iviuiite 1, la série 



est convergente^ et de plus, pour les valeurs de n qu*on vient de définir, le 

rosk- d»' celle sirie ^„{x) a un nx ' 1 inférieur à /«(/étant la lon^nn rir 
de .v), quelle que soil la position de x dans S' el sur son contour. D'autre 
pan, 
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La série —/^'(.r^ converge doue uiiilorniémeul dans S'. On deduil sans 
peine du Icnime II qu'elle représente la dérivée de la fonction F(â;), 
définie par la série convergente S/^(x). 

Le tilcorcme est encore vrai, si chacun des lernies f„(z) est discontinu 

sur .V, en de>i points r/,, , n . ... ne foriiiani pas do suile linéaire, |)ourvii (pie 
\/„( z)\ ne croisse pas dans S el sur .v, un delà de lonle liinili". Il siiflil tie 

répétcrlcraisonncmcnlpréccdonl,«;nrcman}uantqucrinlcgralo jf 

a un sens el représente encore ^ ainsi qu'on lo. voit faci- 

lement. 

Le théor^iiu': subsiste inèine si la série converge uniforniénienl sur 
sauf en <les j»oiiits a,, rtj, . . . (ne formant pas de suite litii ain), pourvu <pie 
lu module niaxiniuin de Sj,(c) sur* ac croi&sti pas au delà de luule limile 
avec n. Il suffit de raisonner comme précédemment, rn applicpiunl le 
lemme 1 généralisé. 

<i, TiiEOfiùiK IL — Soil un espace S, adinellaiU la représcnlalioa con- 
forme sur un cercle, el une série : les fonctions v„{x, y), qui sa- 
tisfont dans S i Téquation ^v»^ «, sont uniformes et régulières dans cet 
espace, et continues sur son contour *. Si la série 

converge uniforiuénienl sur .ï : i" fffr rorwrr^^f uni/urmrincnl dans i,,titr 
aire S' intérieure à S, cl sans point commun ai'ecs\ i" Icn séries formées 
par les dérivccs partielles des termes de V(j-, conter -rcnt uniformé- 
ment dans S', et représentent le* dérivées pariielUt* de V(ay,>') dont 



\ 
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I f i isience ttgi ainsi démontrée. Ce» dérivée* atUitfont à Véquation 
AV = o. 

Supposons d'abord que S soit un cercle C de rayon i , ayant Torigine 
pour centre. On sait que 

r^) c»i un point de la circonférence c de C, (x-o ) ou point de C; 

Si M c«l le module maximum de ^^^J^^.^ (■";"") '1"""*^ (5' ^) parcourt c, 
et quand (x,^) varie dans S', «ii [)i'ui trouver un entier v assez grand pour 
que, A étant supérieur &v, M| Rfl(^, soit inférieur à c, quel que soit 
sur e. Par suite, la série 

converge uiiifuruicmcnl dans S'; car, pour les mêiucs valeurs de «, lu ix'sle 
H'„ ( r/) est dans cet espace inférieur A e. 

La série ^ jr»t^P roprésenle, d'après le lemmc II, ^j'ï^^^p! 1*' loftclioii \ 

définie par la série '^i„i^x,y) satisfait donc dans C à l'équation AV — o 
cl est régulière dans ce cercle. 
En partant de Texpreanon 

on voit que la série 

converge uniformément dans S', ainsi que ses dérivées. Ceci résulte encore 

de t'intégralion de la série 2 ^ — Toutes le» fonctions f„{z) dont 

la partie lédle est v^{x,y) sont de la forme -t- iti„{x,y) -»- iC», 

Si la série 



11. 1 4 PAIMEVE. 

COU vorçr*^ pour nn point i '„.»„) il' S, comme la série ( a ) rnnverpe pour «» 
last'rif i.(]/< <'sl urressain'iiieiu coiivi-i-^cnle, cl par siiile (Jj j converge uiii- 
formvmcnt dans S'. Autrement dit, u„{j:,y) dcsiguaril une quelconque des 
fondions conjuguées de f>«(jp,y ), la série 

2 1\ i T, Y ) -H i[ «, (.r, ^ ) — u„{ .r„ , )] 

converjj^c nniforniémeiil djins S . 

Soit donc une série ^/^{z) = '^i\{x, y ) -r i it^{x, y), si la série 
converge uniformément ttw cî, et si la série ^a^(x^y) con- 
s ri f^'f eti un point (j^.,^,) intérieur àe^la série et lesséries formées par 
les itrrh '-rs fie SCS termes convergent uniformément' dans tout espace S' 
iitièricur à c. 

Heniarquon» du plus ijuc, si une série — converge unifonnéinenl 
dans une aire or, les séries formées {nr les dérivées de ses termes convergent 
uniformément dans lonte aire s* intérieure à v; il suffit, pour le voir, de dé^ 

composer <j' en parties 9,, 7,, ... qui puissent être enfermées dans descer^ 
des r,, fj, ... inlétieurs à d, el l'(»n raisonm- sur <•<•< eiMcIcs eotmiif sur r. 

Uevenons nuiinlenant uu ciis où l'aire S est quelcon(jue; d .i|>iv.^ la re- 
marque précédente, tout revient à démontrer cpic la série 2<„(./ ,^-) con- 
verge uniformément dans toute aire S' intérieure à s. Soit 

une foHClion (pn ri'jirésonle d'une manière contornie I uirc S sur le cercle C. 
Inversement, z, =:f,(z) = 'î,('>\y) -h ' y»!-'",/)- Lesfonelions /i i /, sont 
liolomorphes, la première dans C, la seconde dans S. Posons x = ^(xt,y,)t 
y - 'y(.f,,/, ) î les fondions «'„(./•,, ^-i) sont régulières dans C et satisfont 
à l'êquatioa iit'', = o. T)c plus, la si'i ic , / r, . ) convrrfçe uniformément 
sur c; clic converge donc uiHloniiémeitl dati» toute aire S, intérieure à c\ si 
Ton remplacer, par 9, par liCx,^), le théorème est démontré. 
On généralise de la même manière la remarque relative i la série 

\.c ihéorcnie II est encore exact si la série ^i'„{ .r, y ) rnnvrr^r unijoroié- 
ment sur sauf en des points ne formant pas de suite Imcaire, pourvu 
<|ue le module maximum de S,(2r,/) sur s ne croisse pas au delà de toute 
limite. 

Les théorèmes 1 et II ont été établis en supposant que S n'avait pas de 
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points à rinfini : mais on rainèno lous It-s cas à cetui-lù ù t'aide de la iransfor- 
mation z = — ! — » I« point a étant ciitcrieur û S. 

2^ — a * 

7. Un peul duuncr du ihcorcnie II une dcuionslration qui s'applique au 
cas où Taire S est à contour quelconque et au cas oà les termes v„ dr la 

série dcpondont ih: Irok variables. 

Suii donc dans l'oîipaoo un volume quelconque S, irayaul pas di* point 
à i iiiliui, et limité jKir tnic surface .v ;'i couiiexité f|iH'lrr>nqtfe, S/ ia série 
\ (^"j^', z) — — ; ) [^(ioiit tous les tri mes .sont des Jonctions / é^u- 

lières datut S, continue* tur «, ettatis/onlà l'éqtteUhn Âf« s o) converge 
sur 9 uniformément: i* eUe converge tuùformément dan» S; s" lesaê- 
ries (t.) formées par les dêrhées de se» terme* convergcnl uniformément 
dans tout espace S' intérieur à S et sans point commun aeer s. 

\\\\ premier lieu, si l'espace S est une sphère, ou établit connue dans le 
])lan, • a pai tant de la formule 

•'n:e.(j,/, j) = j J -- ^^ • 

cjuc les séries (a) convergent uniformément dans Tespace S*. U en résulte 
que, si la série V converge dans S uniformément (S étant quelconque), 

les séries (a) convergent dans S' uniformément. 
Tout revient donc à démontrer la première proposition. Considérons 

pour cela la somme 

V 

(jetle ronetiono est ré^Mili.n' dans S, continue surs, et salisfait à l'éijualion 
= <i. Elle no présente dans S ni niuximuni ni minimum, et, par suite, 
pour tout point (j?,^', s) de S, la valeur de 9 est comprise entre la plus 
grande et Ui plu» petite valeur de 9 sur «, ou égale à Tune de ces deux va- 

leurs. Si a désipic le module maximum de ^ sur .s, le module de ^ dîins S 
•••^t au plus égal ù a. D'iuHre part, on (teut, par livpollièse, trouver un entier 
V assez grand pour que, quel que soit /», /-,_)•, z) \ soit sur s inférieur à 
un nombre positif donné c, autrement dît pour «pie jjisoit inférieur à e. Pour 

tout point de 3 et de l'expression ^ s) a donc, quel que soit p, 

V 

un module inférieur à e : la série V converge dans S uniformément. 
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lifinmrfjue. — Si S comprend le [>oiiil x, s ayant tous ses poiiils a dis- 
tance Qnic, charnue fonction holomorphc dans S, est lioloroorphc pour 
le poinl 9d: = Quand la série Sa« est convergente, le ihéorêmell 
s'applique encore à Tespace S. Il suffit de prouver que la série 

converge dans S uniformément : pour le voir» on pose 

j-=p5, /=pî' -=pi« r' = x» + -'^i' 

( r»)rif;ine est supposée extérieure à S): la série ^-'^^ — - — a tous ses 

termes réguliers dans S', continus sur .v', ei ctujverge uniforméujent sur V, 
par suite dans S' : on en conclut qu'il en est de même dans S ile la série 
^u,U\y, z). 

Si la surface a a des points & rinfini et si les fonctions c., régulières dans 

S, sont ré|;ulières aussi au point ac [ i-„ ( x ) d;^], OR voit, eu em|)1oyanl ta 
nièiue transformation, que la série iir, converge dmi- > uniformémi'itt. 
ijuaud la série ^rnj :i\y^z) converge uniformément sur *, la série —a„ 
étant de plus convergenlc (/■ ^x^ ~^ -")• 

8. La série ^ ) «convergeant dans 5 nniformémcnt, la fonction 

\( y\ ;) est e<M>linue dans S et sur .v : tpiand {■r,y, z) tend vers le point 

rj,X; de A, V(.r,^', :) tend vers la valeur \\;, r,. = ïj, Ç). 
Comme la remarque s'applique au cas de deux variables, on eu déduit que, si 
la série 2/^(3) converge surs uniformément, elle converge uniformément 
dans S, et, par suite, (piaud z tend vers un point C de «, tend vers 

la valeur 1/ f^^. re qui ne résultait pas delà première démonstration. 

<^)uan(l la série — r,/ '■.y. -) ne converge pas uniformément sur .v, le théo- 
rème n est plus démontn-. 1 riiii«'fois, en s'appuyant sur la formule 



4KV(ar,.v,«): 



on peut l'éicndrc à certains cas où les séries ^c,, convergent unifor- 
mément sur s, sauf sur des lignes de s. 
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10. Les théorèmes qui précèdent nous senmi Utiles dans la suite. Ils t^é- 
leiuk'iit faci!<"tnfnt atiK séries dont Ips termes sont <le« fonrtions holomor- 
plics dans uu certain domaine de plusieurs variables complexes, «, r, .... 
Leur application à la série de Taylor, dans le cas d'une ou de plusieurs va- 
riables, est immédiate et évidente. Une autre conséquence très simple est 
relative aux produtls de la forme !!/„(«). Si Ics fonctions L/„{ z) sont lio- 
lomorplies dans une aire S et continues sur son contour s, et >-i Ii- i>roduil 
coiiv<>r^'<^ uniformt^mont sur .î, il converge uniformément druT- S. i l repré- 
sente une fonction holomorphe de z dans ccl espace. Si le ]iroduil des mo- 
dules H. des /„( 5) converge unirormément sur «, le théorème est encore 
vrai A condîtbn de remplacer dans Ténoncé S par un espace quelconque S' 
intérieur à > 

Revenons k la (lucslion qui non? a conduit à celte étiuîe. Quand une série 
de Ih forme ^/.J :> c(>n\<'v^<' tiiiiforniément dans utic ;iire S où lesy"„( ; i 
sont holomorplies, elle repi-ésente dans S une fonction lioluniorphe de Il 
est impossible qu*une telle série converge uniformément dans une aire S, 
sauf en des points isolés, ai ces points ne sont pas des pointa singulier» des 
/\,(sy Supposons qu'elle converge uniformément dans une aire S, sauf anv 
pottils sinjjTiliers <]i'^/„(z), et sur une rertniiie Hpic I. : si < l'Ih' V\çno uVsl 
pas singulière pour une ou plusieurs fondions /„( - ), elle reeicontre le con- 
tour s de S, ù moins que les fonctions/j, n'aient des points singuliers situés 
sur L ou tendant versL, quand n croît indéfiniment. Autrement, en retran- 
chant plusieurs termes de la série, on obtiendrait une série dont tous les 
termes itéraient holomorplies à l'intérieur d'un contour fc-rmé enlonranl 
L, et celte série, convergeant uniformément sur s', convergeniit unifoi-iné- 
ment à rintérieur. Ceci suppose les /^{s) unifonuci» dans S, sinon L peut 
être encore une ligne fermée enloarant les points critique» d^un« infinité du 
fonctions/^ 

Knfin, admettons qu'une série de fonctions anal \ tiques convcr^ 
frenle d;»ns une aire S où \< < /„( z ) sont holomorplies ne rf^pn-sciitc i-tt an 
cune portion «le relie aire nm' fonction analvtitpie : c<'lie set ie m ..iiuraii 
converger uniforméaienl dans aucune partie de S, ni sur aucun conloui 
fermédef' si petit qu'il soit. Déplus, il existe une |)ortion de a' pour laquelle 
la série ne converge uniformément dansaocun intervalle, ou bien le module 
maximum de .S,(z)sur .t' cmll ave*' /i au delsi de toute limile. Kn dernier 
lieu, si /„(s ) = i,/ r. \-) 1 1 r. v ), les deux séries i)i„ el ddivenl 
prégenler respectivement les mêmes singularités. Ces conditions étant snj>- 
H. - nie, lit r. B.3 
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|M)sécs romplics, on ne saurait d'ailleurs en conclure que la série ne 
re|)résealo |m»s dans S une fuiiclion anal^ liquc. 

11. Pour terminer, nous déduirons des théor&mes 1 cl II une consé- 
quence relative lui point à l'inlnii des fonctinns holomorpIlCS. 

Suit une fonclion_/( - '< liolniiKirjilif pmir loiM |iniiif d>i ]A<m situé à dis- 
lance linie dans l intervalie AOK compris entre deux droites O.V, OU. Si 
'"^ croît pas au delà de luule limite quand s s'éloigne à l'infini 
onlrc deux droilcs quclconc|ucB OA,, OB, comprises dans Tangle AOB, 
/"(s) elf pav suitOf toute* les dérivées suceessivet temlfut vers zéro. 

Soil S, Tcopacc A,OI},. Considérons la série ^ ( Icsquantilésa, 

sont réelles et positives et la série V ^ couvert;»' ). La série V 

couver^*' dans S, uiiilMrnK'iiH'iil ; car, si M tlc;>i^nc le iikhIuIc iii.nimuiii <le 

fi z ) dans S, el sur < >.\,, <.)l>,, la série V ^' est convergent»,'. Il en n sulle 

que la séiieiy (V/ , u-onverir»' uni fonnénient dans louteain'S'inlerifUi»' à S,, 
par exenqile dans l ain- S conqirise entre deu\ droites ( >.\', OB', et deux cer- 
cles de ccnlre Oct de ra^on p et p' {z' est plus grand <pie p ). ( )u peul trouver 
un entier V assex grand pour que, n étant égal ou supérieur i v, |/'(a«7)J 
mit infcricar i e, quel que soit z dans S'. Si Ton pren<l p et de if lle nia- 
nîèie que, pour les mêmes valeurs de n, r3t„^,p soil au plus égal à (t„^\ on 
voit uusi>il6t que l'afiixe de tout i>oint C compris cuire OA', OU el extérieur 
nu cci-clc de centre O cl do rayon a^^ est égal ka^ZyZ élanl un point de S' i*t 
n étant au moins égal à v : par suite, l/'Cl^)) est inférieur à e, quelque soit v 
Il suffit de faire, par exemple, a„ — ir et p' _ \p. La fonction /*( z ) tend donc 
uniformément vers o, qiinnd : sV-loigne à l'iulinî entre OA' el • )\V ( < )A'cl 
OU' éUtUl deux droites «pielconcpies comprises dans l'angli' A( >U ). 

Si \f fuo<lide de la fonction ■ ne croit pas au d>'li"i de toute limite 
quand : s'éloigne à l'infini UA, et OU,, un voilde même, en oonsidérimt 
la série ^• •^^'j;," * » que y**'(s) cl les dérivées suivantes tendent vers o. 

Le lliéorème est encore vrai si la partie réelle (ou imaginaire) tf(jo,y) de 

/(«) est telle que | ne croisse pas indéfiniment quand sVloigne à 

rinlini entre OA, cl OB,. 
Il peut arriver évidemment que \/(9) \ ne croisse |>as indéfiniment dans 
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une (liroclion OA, sans (|n«> /'(z) lond»' vci-s () dans c«;U«' fliifclion. Mais, 
«lans cf r;i«. ' /"<->! croit au delà de totit^" !ttnit'> [mur dos directions illtini- 
lucnl voisines, l.a fonrliuii sin(^s^ t's{ un cxoniplc de ce fait. 



CHAIMTIIE 11. 



1 . Soil V{z) une funcUoii du s déliaie dans une aire S de coutuur s, uù 
clic est nniforrac : AB étant un fraient de «, U fonction F(s) «si dite eon- 
tîftuabic ail <I< là de AB s'il existe une fonction /(: ) définie dc part Cl 
d'anlic de AU, coïncidant avec dans une portion (iiii ■ <]<• S attenante 
à <"t iKilninorjdu' pour tons les poinN Z de A|{, sani puiii' de»; points 
ne roriii.uiL pas sur Ali dc suite lincuiru : autrement dit, pour clia(|ne point 
^ de AB ( à l'exception peut-^lrc des points flcd'uncnscmbicponclucl), il existe 
une fonction /(s) représentée parune série deTayloryi(5) = ^aj s — Ç)*, 
el qui coïncide avec F( ;*) dans une portion dc S. Il est clair que, pour 
elt;t<jii<' point I, il ne saurait i'xister ((u'oiie seul»- «'t'u' /< z ) : c'est ce (pi'oti 
expi inie en di^anl qu'une fonction continuai»!»' n est coiiluuiablo que d'une 
seule manière. 1^ coupure AB est dite afors coupure ar/i/icielle delnttaie- 
tion F(s) : c'est une coupure aueniielUff si la fonction K(s) n^cst pas conti- 
nuablc au dcli de AB. 

l ue eoiirrnion iiéres<?aire (niais évideinnient iii-nflii^antc) pour <pie la 
coupni'e Al) soil ar lilieielle est (pie V( z) l«Mule vers luie valeur F, (Z > «piand 
le point ; de S tend vei-s un point î de AB (à l'exception pcul-ètrc des points 
s d\i» ensemble ponctuel). Pour trouver la condiiion suffisante, nous nou» 
nous appuierons sur quelques Icmmca très simplcsi, qui rossorlcnt dc kt 
théorie dc la coutinuitc et que nousiSnoocerons tout d'abord. 

2. léCmme I. — Soit une foncrîon quelconf (ue f des deux variables réelles 

iC^y, iniiforme el conlinuo dans l'aire S. Si ù tout point M de AB corres- 
pond un clietuin M\ variant avec M d une manière cuiiliiiiic, ei ic! que, le 
pfiiiit ( .r. f ) de S lendani vers M sur .MN, /( x', >') tende uiiirorniénicnt l<' 
longde AB vers la valeui y,(.v) (s deMjifnant l'arc A.M): est une 

/onction continue dea\ ^''/{u.-jy) tend vers /, ( v) quand^x^y) tend vrr* 
M d*une Jtiçon quelconque. 
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Si pelil que soit ie noiulH-e positif £, il pxi^lf une longueur "a telle qu'eri 
prciuiiit sur chaque chemin MN la longueur Ml' = X, pour tout point 
dcMP, \/(x,y ) /, (S) I «oit inférieurà t. Quand M percouri AB, Pdécrit 
une ligne coniintie 9. Désigfnon» par r, les coordonnées de P, par M' un 
point de AB voisin de M et eorraspondanl à Tare « + A : 

/,(* + *) -/,{«)^ [/,(t-i- A) V>-/(|,ij)] + -/<*)]. 

ItVi fonction y\;, rj étant continue, elle point {^,tj variant avec M d'une 
manière continue, on peut trouver sur AB deux points M|, Mi de part et 
d*aulrc de M, tek que, M' variant entre M| et M,, \/(^% — /(S, soit 
inrôrienr à t. Il existe donc un nombre itr, tel que, |A| étant compris entm 
■+■ k cl —kj on ait 

■ I- A) /,(*) ; < 3t, 

ce qui montre que /,<. s) est continue. D'autre part, soit (j',}') un point in- 
lérieur au quadrilatère curviligne M,P,NÏ^I*,, formé par AB, ff, M|H|, 
M, P, ; ce point est situé sur la ligne M l", et 

A^,y) -/•(') = A)] -i-[/,(* + A)-/«)]} 

par suite, on a 

On peut donc décrire du poîal M comme centre un cercle G de rayon assez 
|»etil pour qtie, ( r, \ ) t' iant un point de S intérieur û C, cette condition soit 
réalisée. Il en résjiUe que /{j^ty) tend ver» /,(*) quand ix,y) tend vers M 
d'une fa«;on «picdeoiicpie. 

LeiHiiif il. — Inversenii-nl, si /{j , y ) Uuid vers /,( .<!), le point ( x,y \ 
de S ieiulant vers M *«/• un chemin quelconque, /,{s) est /onction con- 
tinue de 9, et f ( j-, ^' > tend uniformément tiers /, (*) fe long de AB. 

eflel, à chaque point M (y compris les points A cl B) correspond un 
cercle C de centre M et de rayon /*, tel qu'on ait, pour tout point (x, y) de S 
intérieur & C, 

[Autrement, il cxlsiorait, comme on le voit sans peine, àt» dumiinsMN 

lels que > ) -- f,(s) \ fût supérieur & c pour des points (•<•,_>• ) de M\ 
auiiiii voisins de M que Ton voudrait, ce qui est contraire à l'hypothèse. J 
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Soient donc M, ctMj les extrèmitéB di ^ rl. iix an-s MM,, MM,, donl la lon- 
gueur Psl r; M' ëtnnl compris onlro M, «U M^, faisons- Ifiulrc vrrs M' lo |)oinl 
(■r,y) de C; /(.r,y ) l(-m\ vers -f- A) cl, d'aulre pari, si l'on pose 
/( — /, ( .v) = Y], ûii a conslammcnl lïji^e; par suite, Um|r^| ou 
!/,(.« (- h) — )[ est au plus égal à c. Lafonction /,(.v) est donc continue. 

De plus, M', et M', désignant les milieux des arcs M, M, à tout 
point M' de Tare M', M', correspond un cercle C de centre M' et de rayon au 

moins égal i ^> tel que, («f /) étant an point de S intérieur k C, 

soil nu plus égal à 2e. Kn raisonnant sur M', et M', comnic sur M, cl ainsi de 
suite, on atteindra les cxlrëniitcs A, B de Vaix AB, à moins que le ra^on r 
des cercles C ne tende vers o, quand leur centre tl tend vers un cer- 
tain point L; niais ceci est impossible, car à ce i>oint L correspond un 
cercle C,, de rayon r„ tel que, {Sty) variant k Tintérieur de C,, 

l/i^tX) ~ A(*)\ ^ soit pas supérieur à ^1 et, par suite, aux points M voi- 
sins de L correspondent des cercles C de rayon au moins égal à ~* En défi» 

nilive, on peut trouver une certaine longueur p, telle que, (-^ étant un 
point de S intérieur à un cercle C de centre M cl de rayon r, on ait, quel 
que soit M sur AB, 

ce qui prouve que /(x,y) tend unifot iiu'm 'nl vers le long de AH. 

On dit, dans ce cas, que la fonction preitd sur AB les valeurs 
/, (*•) : la fonclion est continue dans S et sur a. 

On peut compléter ces remarquer; par les suivantes: soit une fonction 
/(jB^y) définie de part et d^autre de AH dans des aires Set S' où elle est 
uniforine et continue; si à chaque point M de AB correspond un chemin 
\M\, variant avec M d'une niaiii''*rt^ i fuitintîe. et tel que, les points (x, v ) 
cl(x,,_^,^ do S et de S' tendant vers M sur .NM.N,, /(•e,y)- /li-^nyi) 
lende unifomiénient le long de AB vers la valeur ^(s): 1" <^(s) est une 
fonction continuede s; 2** la fonction fi^^y) défimedaas S prendatrKA 
iinr si/itr rniittitiK- ih' ra!rtti s/,{ .s), et kt fonction /iCjPifjKi) définiedan» 

S' piftnl sur AH IfS ralrtirs /', ( s) + ^( .<? ), 

On jiart «'ncore de ce fail qu'il cxi^lc iiin' !<ui^'ucur / Irlle, qu'en prenant 
»iur M.\M, lesarcsMl* et Ml', de longueur /, on ail, si est un point de 
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MP, , un poiui di' MP,, \/{-i',y) - /( '*,,>'. "' r^^) M"*"' 
siïil le point M sur AU. raisonncinPtU s achève comme pivcodcnimenl. 

Do iiu'mo, si la diflcrcnce /( x, v) -- /{•*■'>,}'$) tend vers quand le 
poial(^j-,/) de S ctlcpoint (x,,^-,) de S' tendent vers M d'une manière 
i|uclconquc, ia fonclion ^( .v) csl coiitinuo, > l I s fonctions /(^t^y} H 
/{ '',' )'t > |>r<'miciil sur Alî une snilc conlinuo de valours. 

Do ce qui jinVrilf. il n'^^ulto qu'il p?:t inipn=;?iMi> que /"( .r, )• ) prenne sur 
AU une suite disedutuuie de \,ili ui il arrive qu à eliaque point M de AB 
correspond un chemin M\, l<'l 'i>) ' A <',>') tende sur ce chemin vers /i(«)> 
/,(*) étant discontinue; mais sur des clicmins infiniment voisins de MN, la 
valeur de/t r, >' ) ne tend vers aucune limite OU tend vers une limite diffé- 
rente di /, s ). On le voit directemeni, '"ii remarquant rpi'il existe «les points 
M uu:>si \oi>.iu:>deM(|uo Ton veut sui' AU, pour ies4|ucls -^It) — /\{,*) 1 
c-sit supérieur & un certain nombre «. Si Ton prend sur MN, M'N' deux 
|M>inta (x^y)^ voisins de M et de M', J{x,y) e\,/{jf^y) dilTè- 

wnt très peu de/,( s ) et/, (.%• -h A), ei sur un chemin quelconque joi^nianl ces 
den\ poieils, f prend toutes les valeurs intennédiaires entre f{x\y) et 
/i .r , >-'): pour des poinis (■'■i }') aussi voisins de M que Ton veut, 
/(x^y) — J,{ s) , est donc supérieur à une certaine valom . 

même singularité peut se préseulerf/,(«) étant continue. Supposons 

|Nir exemple que In courbe s soit formée d*un segment de Oj; et d*un dcmi- 

_ I 

cercle ayant Toriginc pour centre. La fonction continue dansStIcndsur 
la normale en M à « vers une valeur + i/ti*)i fonction continue dé 

l'are ». En parlîcnlicr, qunnfl s tend vers Porigine sur Paxe des^, « ■* tend 

verso; mais, pour d'autres directions OM, \c ctoîI au delà do toute li- 
mite ( '}. 

11 importe aussi de faire la remarque suivante : soit F(s) une fonction de 



(') Soil encore un cerelo C de Mnlre 0 ei <fe rayon R. La fonciinn 

I 

4 « ilc»i|{nanl un |ioiiit ilc ta rirronfcrencc C > «*l bnlomorphe <bn« C, ei quanti s ten«l ver* 
un point ÇdcCtur «in rayon O.U,/(<) i«n il ven le valeur /if;)sf,(«).4-i^|<«), fonc- 
tion ronlinue de l'arc t âc C. Mnh /i z )| cnill au MU <!>■ trioii' liniiK' ((iianil x tend rcn a 
sur certaine* «lirvclion». Il «•«isic une fonciinn ViJ-,^';r( une »uu]c, »aii»faiMnt i l'^ua- 
thra i\ HZ o, régulière dan* C, et prwMafU aur t li!« vnlrnrc V|(«) (V| étant fonction c«n< 
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; lioloinorphe dans S, elcontiaucsur si l'on Iracc dans S un chemin AMi 
quelconque, 

Tout d^abord, si AN'B csl un second chemin tracv dan» S, on voit aus- 
sitôt que 

f r(s)<fa- f H3)ds. 

♦'AM AN II 

Pae- chaque point M de^ A15 misions une piinillMi' à < Vr (M [ncîtnnw <nr ci-uc 
parallèle une loiigUL-ui MP ~ /, telle que, z, di-signanl I .nlixc de M, : Taf- 
itXC de P, ou ait, rpiel ({UC SOÎtM SUi* AB, 

|F(5,)-F(-).<i. 

Pur diiiic, comme ds, = ds^ 
I étant inférieur à si «, est la longueur de Tare AB. D^aulre psirl. 

linue de Cette fonclion est donnée i^^Kir rîntr^r;ilc ronnue 

[ Kn «'fi|<|iiiyant !^ur i c <]uc \i(t) tu uniform^ meol cODlInne »or C on dt'mooire, vn «Tel, 

'I II'' \ V. ) Iiri. I II II ! t "lin l' inrni vcr« Vi < 4 ) le liuif: <Il- C | Cr (I i'i ni' I ! iii \ sr >li->liiiri' 

< ^■'''^"'L'it ilu <lc \ i:lii|<|iLiiicnl de \|i fn si-ric tlo Fouiicr, roiiiiiiL- «m U'. ^uii» |»'ini' l'ii 
I cniurquanl que ceUe ■sènc <!iiii\er<;e uiiirormi'-iiii-iil. l'renoiil en pHliculirr V|t < ) i > > : 
la fonciion \\ r,jf}-~ «( x,y ) est rrgulUrc dans Q et tcn<i vers o quand > tead ver» C 
sur UD rayon OM ; mais clic a>si pas idcntiquelMfnt Multo. Le point s cnnsSdéré plu* haut 
étant qucicriiiqup, un xoil iju'il existe nne infinité de fonction;! V répnlïëri-*. cl.in^ O ri Icn- 
liant vers zérii qiiunil le jioitil < T, }■ ) tend ver» 0 «ur la n'>riiirile. Il e\i>le en eiMi»éi)uente 
iiih- iiijiiiid- il.' |. niii.iiiv \ I . 1 I ^.1 1 1 -fui'unl il I Vi| nii 1 1 ■ 'ti A\ n, i ::u i.'.|e« diiti» une .lire 
S (le eunluur s, cl len<liinl \cr5 la 'uile eonlinue tic valeurs \ li s f quanti x, ^' tcoil xei - » 
•.ur la normale à cette eourhe. Si \ ,< s) est disetintinue en eertaîns pctials (t, c, . . . de 
il ekiste encore une infinité de fonrlion-i tendant ver» Y|(«) >ur chaque normale à G 
(muf pour ici |M>iuis a, b, , ,,): \mat cc« points, la fonrlion \{x,y) qu'on clétluit de la 

•éric de Fôurier tend »ur la normale A C vers ^ ** * , mait ce n'est /ntg ht 

«eu/e. 
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sont inféri«iin respectivement M, / et M,/, M, et M, étant les modules 
Wttxîma de F(s) sur AP, et sur BP,. Il en résulte qu*on peut prendre la 
longueur / assez petite pour que Ton ait 

9 étant un nombre positif aussi petit qu'on veut; mais 

( lelle doi uit re iiili'^M alc est donc cffale à / F( = i dz. 

-'a* 

On e» conclut iiuiin'diatenicnt que, si*' dési^qic le contour formé par AU 
et une ligne ANB de S, x êlanl un point inléricur à ce couleur, 

Celle égidilr esl encore vraie <|uand F( J ) <'sl continue sur .VU, sauf en 
crriains points a,h,c, ... ne formant pas un en*;»Mnble linéaire, pourvu 
que, si l'on trace dans S une Vi^nt' t ( formée du plusieurs parlies ) et t»épa- 

raiil les points a, h, e, ... du reste de S, ^?''*"''| icnde vers o avec la 

longueur totale de 7. Cette condition ( st toujours renqdie quand ' ; )| ne 
croit pas dans le voisinage de Al5 an di là de toute limite. An « as cuiilraire, 

l inlégrule / — peut avulr un sens cl uc pas représeuU i l' i^ ). l'ar 

«exemple, supposons que soit formé d'un segment de Ojc cl d'un dcmt> 

t 

1 ' n'a pas pour valeur e"**. 

I^mme III. — Si une fonction uniforme dans S admet des déri- 

vées partielles ^> ^ continues dans cet equice et prenant sur AB les valeurs 

/,(•»), ^(*), la fonction^ Q désignant une direction quetconfjm;) prend 
aumùsttr AB une .suite eonlinue de l'afeurs /,(s ), et In valeur du rapport 

tend vers /lis) quand le point {■', j )dc S tend rars M sur 
une parallèle M.\ a l. 
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Soil « Tangle que fait avec O Ui direction / : 

df dj df , 

.loiir ^ prend sur AB la suili' coiilinur de s y'^( .V ) cosa -i- /^( .ç^sina. 

D'autre pai-l, ^Jfj^")» ^j:,,^,) clanl deux points de S, 



L^inlégrale qui figure dam ce second membre e«l prise le long d^un chcuihi 
quelconque de S joignant les points (^»»/«) et Si Ton fait tendre 

(r,^) vers le point M(Ç, r,) de AB, on voit aussitôt qur riniégralc U'\u\ 
vrr-s iiTif v!»lt*iir itul('-p#>nflnnlf du chemin d'intégration; la fonction /( .r,>) 
esl donc ctmlinue sur ia ligue AH,y,(^*^ esl sa valeur au point M. Considé- 
rons un second point M' de AB 

l'iiiii'^r.ile étant prise le long d'une liiTiH- ([uelcon(|ue de S joiguanH^Ç', y,'^ 
et (^;, r^). On démontre, comme pour 1 uilégrale fl\z)dz, que 

Ceci posé, soit un point P ou (x,y) de S, situé sur une parallèle MP à 

/, r t désignon»; par In longiu'ur MP précédée du signe -t- on , suivant 
que les deux directions / et MP sont de même sens ou de sens conlran e» 



( l'intégrale étant prise te long de MP) ; par suite 
t et t' tendant vers o avec A^. On a donc 

II. - Fac. de T. B. 1 
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De plus, ( Y]') étant un second point de AB, 



On en conclut que /li-i) admet une dérivée /\{.t), égale à 

cos^ -*-./>(*) sin3 

( 3 désignant l'angle avec O j: de la tangente en M à l'arc AB menée dans le 
sens des arcs croissants), 

Le raisonnement s'étend au cas où les axes Ox et Oy ne sont pas rectan- 
gulaires. 

l'^n particulier, si u f(z) est une fonction holoniorplie dans S et si sa 
dérivée f (z ) tend vers f (X,) cjuand z tend vers un point ^ de AB, 

lim ^^'] =/ (;>; de plus, -^^^'^ "{^^^ tend vers / ( I xpiand X., tend 

vers î sur AB. On voit (pie la courbe A B', que décrit le point // ipiand ; 
décrit AB, a une tang<>ntf en clia(pic point, cl (pi'à toute courbe MN, dé- 
crite par z dans S et coupant .AB sous un certain angle, correspond dans le 
plan des u une courbe M'.\' coupant .\'B' sous le même angle. 

Une fonction /( x, y \ peut prendre sur A B les valeui"s /", {.s), /, ( .v ) admet- 
tant une dérivée /,< *>, «ans que les dérivées ^-^t continues tians S, ten- 
dent vers une limite le long «le AB. Il est facile de former des exemples de 
celle singularité qui se présente nécessairement si /\ (s) est tfisruntinae, 



lir 



fjy 

ds *^^ ',f^^^^^ continues le long de .\B. Mais nous démontrerons dans la 

suite que, si une fonction f( z ) liolouiorphe dans S prend sur AB les valeurs 
/,(*),/,(*) admettant une <lérivée continue f \(s), ladériivc / {z) prend 

nécessairement sur AB /<'.y valeurs f'{X,) — /*, (*)^^ceci suppose loule- 

, . , tf d^^ . ^ 
fois <pie, le long de AB, les dérivées -^-^ existent et soient continuesj. 

Une dernière conséquence est relative aux fonctions V(x,^-) régulières 

dans S et satisfaisant à ré4|ualiou AV — o. Si les dérivées ^ prennent 

sur le contour .y une suite continue de valeurs, ileiiestde ujênie «le V(ar, >•»: 
de plus, on peut prendre sur chaque normale MN à .v une longueur .MP — / 
ass<'z petite pour que, les points (x,^)cl(x',,^,) étant compris entre M et I*, 
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! ''^i,? * ~ '^ Sr^ I inf^riew * » (" désigne la direclion MN). il 
en résulte aussitôt que 

[r = — — < J') "1 un point de S, (««j^») un point 

de s]. Cette égalité subsiste si '^^ , '^^ sont discontmttesen certains points de 

«, ne furninnt jms un (Miscmhl** litH-aiti", |)oui vij (jue les niodulos jj^' 

ii<» rnti^sftil pns finns S nu (\f\h fie îmitc limilr. l'our qn'*-!!»' soil «'Xiulc, il 
sullil encore que \ -oit 1 uiilinue sur et qu'à loul nombre e corn^ponde une 
longueur iy telle cpren prenant sur chaque normale MN i « la longueur 
MP = I, on ail, pour deux points quelconques (x,^), (x,,y, )dc MP, 

— ai SSÎ — I 

l^es leiijiiies ( I ), ( il ) fît (III ) s'élciKlcnlévideiiinii-iil, ainsi ijuc Ifs remar- 
ques qui s'y raltaclieut, aux fonctions J\ xj}\ z) àe trois variables rccllcs, el 
en particulier aux fonctions V(x,^, s) qui satisfont i Téquation AV s^. o. 

3. Nous pou%'ons d^s lors énoncer li> lliéorèmc suivant : 

TiiKoiiKME. — ■ Soit iinr foncfiun f{ z \ lioloniurjthc tlans l'aim S tic coni 
lotir s, et prenant sur farr \ M tfe s les raieiir.i /, 1 .s ). S' if existe une ftim - 
lion çi^5 ), holuiièorphe tians un espace S' ejctérieur à S et attenant ti 
AB, qui prenne sur AB les valeurs /, («), la fonction F(») égale à /(s) 
titutt S, à 9(5) dans S% est holomorphe dans Voire totale là formée par 
les deux aires S et S'. 

En effet, traçons dans S et S' les chemins AKB, AN'fi. Si x désigne un 
point intérieur au rontour A UN A , jc' un point intérieur au contour ABN'A. 
on a (le sens AB étant le sens direct du premier contour) 

, ,^ I /* I f f\z\(ts 
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Par suiu*, 



Ail Y* 

F(3)rf3 



( 7 ri'pn'si'iiliull It; coiilour A N' B.\ A). La fonction F(x) csl donc liolo- 
iiior|>h<* dans ^. 

<)n|MMil mnarquiT qui" le llM'oivnK! snhsislf, si à toul le nond>n> t «or- 
rciipnndciil des lon};urnrs / v\ f et pour clincpie point M de AH un chemin 
N'M\ variant avec M d'une manière continue et tel (pr«'n prenant sur 
N'M\, «le part »'t d'autre de M, les Icni^ueiirs MP /, M P' /, on ail. 
quel «pie soit M, | /( : ) - ■^t ) j5£, z «"t z' «Haul les afiixes des points P et 
P'. ("elle condition «'sl i«Mnpli<- par exenqde si, z cl z' «•tant «I«mi\ p<»ints si- 
Uiêssur la normale en M à AU à la même disljincc d d«'M, on peut pn-ndrela 
longueur^/ assez petite pour «pie I/(s) — ^(3')î soit inférieur à tle long «le AU. 

D'après le théorème «pii jiiéeède, on voit fpr«me fonction l'"( z ) iiniforriK' 
fl cimliiiiK' dans uni' aira S l'sl liolontorplii' tlann S oti y pn-sriili' des 
rspaci's laninain's ; car, si elle est holomi>rpli(> en chaipie point de S, sauf 
peiil-êtn? sur certaines lif^nes, elle est aussi h«»loniorplie en chaipie point «le 
ces lignes. 

Ce ihéorèine p«Tmel également d*énon«'cr la proposition suivante : 

Pour qu'une fonction /(z) di^finic du râlé C de AH rt fio/omorp/ir 
dans le voisinaffe de AU sait ronlinuahle au delà de cette liffne, il faut 
l't il suffit qu'il existe une fonction de z, î.( ;) dt-Jinie du côté oppose ( 1' 
de Ali, uniforme dans le voisina f^'c de AU et prenant la nn'nie valeur 
qucf{z ) en chaque point de celte ligne (à re\c(>plion p«>ul-èlre d«-s points 
d'un cnsendile ponctuel). 

I'',n particulier, si une fon«'tion/( 5 ) holoniorphe dans Paire S de contour 
s prend sur une porti«)n «pielcontpie AU «le s une valeur c«>nslante, elle est 
une constante «lans S. Par suite, si deux f«)ncti«)ns/( z) et /.( s;, holomor- 
phes dans S, pn-nnent sur la coupure AU les incarnes valeurs, elks (•«>ineidcnl 
dans S ; (;ar la «lifTén-nceyi ; ) /,( = ), mdle sur Al{, est nulle dans S. 

I>cs raisonnements qui précèdent supposfîut que la c«>url)o AU admet «'u 
rlwKuie Doinl M (sauf aux iioinls d'un cnsendile poneluiil) um- tangente 
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tforiisnt avec M d'une manière continue. On peut donner de la derni^ 
proposition une démonstralion qui s^applique & une courbe continue quel- 
conque. 

fl suffit d<' prouver (pio, si la fuiiclion f( Z ) lioloinorplic tlaiis S .s'nnmilr 
itî lonj,' de AH, flli* nulle dans S. Snil r,, el :;, fifiiv points de AB; po- 
sons 5 — (^z 5, )(^co.sa -t- isina ^; à ta ligne AH et à I aire S correspon- 
deni une ligne A'B' et une «ire S' qa^on obtient en faisant tourner AU cl S 
de Tangle a autour du point s,. Posons de même ^:^(z — £,)(cosP h- (sin P); 
à ABctà S correspondenl A'B" et S". En prenant les points :r„, z, assez 
voisins. «>n peut rlioisir les angles a et p «le l<'llc sorte ([in- Ici aires S, S', S" 
aii'ul une partie connnunc ^ limitée par des fragments de AB, A'IV, A"B". 
Cuiisidcrons le produit /(i)J{^' )/{^' )- C'est une fonction du s liolo- 
morphedans S, car/(«)e8t holoinorphe dansS,/(«')dans 5',/(j*)dansS". 
De plus, ce produit P + s'annule sur le eontour 9 de 2S. Les deux fonc- 
tions P, Q, régulières dans satisfont dans cette aîre aux érpiations 
Al* — o, AQ _ o el s'annulent sur t; e||p« sont donc identiqni-inent niilli-s. 
Il en résulte qu'un au moins des trois facleui s ei, par suite, les trois facteurs 
du produit, sont nuls dans 2. La fonction J{z) <.>st nulle dans Taire 5. 

Ajoutons encore que, si ia fonction /(z) est continue le lon^ de AB et 
s'annule en des points formant un ensemble linéaire ayant Al! pour limite, 
/( : ) s'annule le long de AB; aulrcnienl, elle prendrait pntir des points in- 
Unimenl voisins des valeurs discontinues} elle donc idciiliciuemcnl nulle 
dans S. 

Noos allons appliquer immédiatement les remarques précédentes à Vé^ 
tudc de quelques propriétés des fonctions définies par une relation implittie 
ou une équation dilTérentielle. 

4. Thvori'nies sur b:s functions implicites. — Soit /(z, u) une fonction 
uniforme de deux variables z et u, holomorphe quel que soit u (sauf pour 
ux) (piand 9 varie dans une aire simple S. Si l'équation en ttt/(9,^ u) = o, 
(s^ étant un point de S), a une infinité de racines, tea pointa z pour /ies- 

quch l'cquation n'a qu'un nombre donné, n, de racines forment au 
plus dans ^ une .luifr poNciiirlIc, - laiit un espace quelconque intérieur 
à S, sans points communs avec son contour *. 

Supposons (pie la fonction f(z, u) s'annule pour z — î,, w = «„. Quand 

~-^( z„, Mb) n'est pas nul, l ctpiation /"(s, u) = o défiml une fonction de u 

égale à u, pour z = s,, el hoiaolorplie tlans le voisinage de 3 = J,. Quand 
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^('i>»tt,) = o, une dérivée ne s*anniile pas pour »«, s, [autrmenl, 

/(:,, u) est nulle identiquement, et /(z, u) contient en fiicteur une puis- 
sance de — s*) qu^on peut supprimer). La relation / = odéniut alorsi 
une fonction égale à '/g "u point et admettant ce point cunnne point cri- 
tique algébrique : u est daîis toti'^ l<"s ras d«''veloppal>U' suivant Ifs puissances 
i 

de (z — 5o)'*"'> " l'inlérieur d'un certain cercle (]. (^es pni[ii it h s rappelées, 
traçons dans S un chemin «jtieleonqt!'* f> di* lons-uf iii- finii' juii^nanl les 
puinls z,f z. Prenons sur L un point z intérieur à ( La fonction // esl 
égale à II' en z (si 7, csi un point critique de «, on choisit arbitrairement 
une des p 4- 1 valeurs de u). En raisonnant sur z comme sur 2,^ et ainsi de 
.suite, on arrive à un cercle comprenant à son intérieur, à moins que lu 
clteniiri -„ 3 ne rencontre un point singulier de u. Soit X, ce point, je dis que, 
quand z tc/n/ vers « lend fvv.v l'injîiii. En ellcl, u ne peut tendre vers 
une valeur finie V; car le couple (C, v) serait analogue au couple (««, >. 
Supposons que u soit indéterminé; il existe alors un nombre R tel que 
|tt(2)[ soit inférieur à R pour des points 2 de L compris entre s'et^t si 
voisiîi f]ti»' z soil de î^, et un nombre p tel que pour des points j et *, , com- 
|»ris entre z' et on ait ' u\. z \ — iti z, ) , >f. A l'intérieur du cercle i'., 
décrit dans le plan des « de l'oriyine comme centre avec U comme ra^on, 
réquation /(C, tt) = o a ttR nombre fini de racines u,, it,, . . fi«, qui va- 
rient avec C d'une manière continue. (Quand un de ces points est sur , on 
donne à R une valeur un peu plus ^^rande. ) Traçons dans le plan des z un 
cercle -y «le centu T <'t ravon assez petit pour que Uj, . . ., quand : 
varie dans v, r'>!iiil n>uq)ris dans des cercles c, , Cj, ....r., de ravon infé- 

rieurà'-' pniuls comiinms cf intérieurs au ceicle (1,. Soit enfin A le 

inodul<.' nimiiiiiiDi de /"i r, 1/ 1 <|iiimd z \arii." dans y, et u dans l'i.'space T in- 
térieur à cl extérieur aux cen les r. On peut toujours, ainsi qu'il sera dé- 
montré dans un instant, prendre y assez petit [)our que A ne soit pas nul, 
cW-ènlire pour que u) = o n'ait pas dans C d'autres racines que les 
V valeurs //,. . Quand z lend vers î^. // (pii varie avec z d'une maiiièn" 
continue n'est ni conslanimenl exti'-rieur à (',, ni constamment intérieur 
à un cercle c, sinon ]u(z) «(-,)! serait constamment inférieur à f. On 
voit donc que, pour dos valeurs z' de s intérieures à y, u prend des va- 
leurs «' intérieures è T. Mais u') j est au moins égal à A, et, par hy- 
pothèse, /(z', u' > - o. T-a fonction //( ; ) ne peut être indéterminée, et par 
suite tend vers l'inlini quand « tend vers C> 
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Ce point établi, nous ferons encore les deux remarque* suivantes, nécctt- 

saircs à la dénionslralion : i" quand z„ varie dan$ une airn 2 intéricrt/v 

à S, rcquatiun /"( r,, m ) o /i''/J/tirr quuti nonihi i- fini q de racines 

dont te module soif infi'rii'iir à un noinhre donrx' M. lùi oITct, pour r?ia(jin' 

|)uinl 5, de 2, l'cqualion n'admol qu'un nombre q„ <lc racines rt-pondanl à 

la condition (en tenant compte des degrés de multiplicité). Il suffit de 

pivndrB pour valeur de q le plus grand des nombres q^^ quand s, varie 

dans 2. Ce maximum existe, autrement g, c-roi trait indéfiniment quand 

tendrait vors un certain point Z. Kn rr- point T. ri'(|nation ti';t<)iT)«*t qu'un 

nombre fini p de racines (éj,'ales ou distinctes i, de modide égal ou infcrieiu' 

à M; ces racines ( r^, . . Vp) sont développaldes dans un certain cercle, 

I 

de nanti r X, r>l de rayon r, suivant les puissance* <1<' i t > <^u do ( : Z Y 
étant un certain entier), cl ces dèveloppenicnls représentent toutes les 
racines de Téqualion /= o qui tendent vers une dés valeurs 17,,^,,..., t-^ 
quand s« tend vers C- Mais pour des points 2« infiniment voisins de 1^, IV- 
quation devrait être satisfaite par des racines i/„ de module inférieur à Met 
distinctes des précédentes, par suite ne teuflnrit vers aucune des valeurs 
qnand lend vers C- Autrement dit, pour des points aussi 
rapprochés de X, qu'on voudrait, l'équalion admettrait des racines », telles 
que les modules des diflërcnces », — c,, a, — v,, . . ii, — fussent supt'- 
rieurs à un certain nondtre h. Or, soit A le module minimum de /(Ç, «> 
quand U décrit l't'sjjace T intérieur au cercle C, ayant M pour rayon et To- 
rigine pour centre, et r-xtérifur nii\ cercles r, de ntvon // < t <li' rontre< 
p,, f,, . ... Vp. On peut décrire de C comuie centre un cercle y 'Io rayon assez 
petit pour que, variant dans f«\.u dans T, on ail constamment 

Or, pour un point z' de y et de T, on devrait avoir 

As', u') - 0 et par suite J\.l, « j \ <~> 

oc qui est impossible, puisque «') I est au moins égal à A. 

2" Soit /( = ) = P -h /Q une fonctionanaly tique de z. On sait que, si /(s) 
est liolomorphe au point -- ./„ -4- j > «, les fmirtions P el Q ne peu- 

vent présenter au point 3, ni maximum ni uiiniuiuni. il en est de même si 



r.sl un pitini vriliiftto aiffébrique de /( z ). En cffcl, on peut développer 
/{z) <ii! la iiiuiiiiTc siiivaiitf : 

/, ;) =r I» f iQ ^ (P,+ iQ,) f a(s - s»y-^.. . . 

Si z rit p fois iiti jn'lil n-rrlc (!<• ri-iilr»' r„. V * <!-■< rit un conloinM'ii- 
rcniiiiiil l'„ f '<^)„; par siiili-, 1* prfiid dfs val-iirs iiil" i i. iircs i-l sii|M''riL'uros 
H 1*, tlaiis le vdisiiiagc i\*ix,y\, cl la iiu'-iiic chus»; a ln-u [>our cl Q,. 

Nous pouvons démontrer maintenant le théorème énoDcé. Pour s = z,, 
rûc|uatîon a par hypothèse une infinité de racines. Considérons dans Taire 2 
intérieure à S et compn-naiii tous les points a" pour lesquels Téquation 
/"( :', h) - o n'ii p;is plus (11' ri racines, et supposons que ces points formenl 
un ensenil)le Miperlit ie|. Ils coni|)rennenl alors Ions les points il une cerlauK' 
aire S'; car, >i pour un poiiil ré(|uation /{z„ u ) ~ o n n ^ i racines, ces 
(a -t- i) racines peuvent se développer en série dans un certain cercle de 
centre s,, et pour les points 9, de ce cercle, l'équation a (n i) racines. 
('.r\ i >.p;ir<> S e-( s«'-paré du rcste de S par une ligne continue L, et pour 
imii point <le I., l'éipiation /( . r/ ) = o n*a p:is ] >l us de fi racines; sioon 
il en hcrail de nicnie pour les points de S' voi:>in»i de 

I)e même, si les points forment un ensemble linéaire ayant pour limite 
une ligne L, pour tout point 9, de L Péquation ir) = o n*a pas plusde 
n racines. Soil donc V le noniltre maxinium des racines de /\^3„ll)=:o 
quand :„ déeril un si-fîmenl d<- L ( v est inférieur ou éj:al à n). Pour-, — 
|Vr(|ualion y o a v racines. Si ^ esl un jmiut critiipie alf;èl»riipie de l'une 
d'elles, on remplace par un point z, voisin; au puinl ainsi choisi, le» 
V racines sont holomorphes et développables en série de Taylor dans un 
certain cercle C de centre z,. 

Pour des points z de C voisins de L et extérieurs à S' ( si S' existe), Tê- 
(piation /i if i - n ndrm-l des racines ii' distinctes <|i s précédentes et n»' se 
[H-'nnulanl pas a\ec elles à rinlérieur do C. Joignons : à un point z, de L 
par un chemin de longueur finie contenu dans C : si la fonction u esl dé- 
finie le long de X, elle tend vers l'infini quand s tend vers z, sur X; sinon, 
le < liemin K n nferme un point |>our lequel «' devient infinie. 

Tout (l'iihiM il, si l'oti j)eut séparer un nombre fini de \aleurs de «'qui ne 
se |iei ninleiil ipreiiire elles dans le voisinage de I,. produit u\ ... «' esl 
uuifcMine au\ en\ irons de L cl doil tendre vers Tintini le long de celle 
ligne : le théorème établi dans le paragraphe précédent montre que c'c«t 
impossible. 
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Il faul (Jonc supposor cpic les valeurs de u' présenlcnl dans le voisinaj^e de 
L un nombre infini de points de rainillcation formant une suite linéaire. 
Appelons C, la partie de C cxlêneure a S'. D*apn"'s la remanpie(i), il 
n'existe qu'un nonihre fini q de valeurs de u' dont le module soil inférieur à 
un nombre donné M pour un point de C. De plus, on jx-nl loujoui-s prendre 
le rayon de (] assez petit pour (praucune de ces valeurs ne s'annule dans C, ; 
|ii suffit que ( ], ne renferme aucun des zéros <le la fonction /(z, o), lesquels 
sont nécessairemenl isolés dans S, puisque /(z,n) est holomorplie dans 
celte airej. Soil donc N le module niininiiuu dans C, de ces y valeurs. Si 

nous posons V ^ ^, la fonction V(5) n'esl indélerminée pour aucun poinl 

de C, ; lotit poijil ; jiour lequel une de ses valeurs ne s'annule pas est un 
poinl ordinaire ou un point criti((ue algébrique de cell<' valeur. De plus, son 

module dans C, ne pcul dépasser ^ = N,, el elle n'admet qu'un nombn* fini 

t/ de déterminations dont le module pour un point de C, soil supérieur on 
é^al H un nombre donné M,. Knfin, si Ton joint un poinl de (1, à un poinl 
s„ de par un cliemin X, loules les déterniinalion.s de V(; ) tendent vers 
zéro quand z tend vers z„ sur X, ou quand ; rencontre des points intermé- 
diaires. C^eci posé, employons le raisonnement «pii nous a déjà s»'i"vi à la 
lin du parafîrafilie précédenl. Soient el deux points de L; on pose 
z'= (v — cosa -H < sinx), z" — (z — ;,)(cos^ + /sin^ ), a el 

étant cboisisde telle sorte que les aires C, el C* qui correspondent à aieni 
avec C, une partie conunune 2^, dont le eonlonr 7, soit formé de fniginents 
deL, L', I/. Considérons aloi-s le produit ^( z) = \ ( ; ^ \ ) V( j"). (Ibarune 
des fondions V( s') el V(j") jtniiuliius C, el (T,, el par suite dans l'aire 2^,, 
des propriétés énoncées pour V(5). En conséquence, le produit '^(z) ne 
peut être indéterminé en un point de ; si une valeur de ^(z) ne s'annuli- 
pas en un point -, ce poinl est un point ordinaire ou alfîébriqne de celle va- 
leur. De plus, ' ^( - ) ! ne peut dépasser NJ dans — ,; el, si ; décrit uncitemin 
A joignant un point de il, ii un poinl c„ de 7,, loules les déterminations de 
9( z ) s'annulent <piand ; tend vers z, sur X, ou rencontre des points inter- 
médiaires. Knfin, 9(-) n'étanl pas idenliipiement nulle dans i),, |)om un 
poinl z de celle aire, une valeur de 9( -) a un eerlain module A. 

D'autre [)arl, eliaeune des trois fonetions V, V', V" n'aiimet cprun nombre 
fini ^ de déterminations dont le module prenne dans ^, une valeur supé- 
rieure ou égale à Si l'on considère une détermination «le V qui ne salis- 

n. - Fae. de T. 13.5 
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fasse pas à celle condilion, le produit VV ' V" a un module inférieur, dans 
^1» ^ ^ I V[ X j^l OU) A /oriiorif à A. Il en cslde même pour les détermi- 
nations analogues de V' cl V". Pour tout point ; de il ne satiraît doDC 
<*\isler quey' vaicMH'sde^ ( z) au plus, doiil le nio<lule soit siipi'i iriir ouéga! 
à A. Kornions pour eliaqîie point de }i, les f/^ vnl'Nirsde z(z i (ir plu- i^i .iiid 
module. Ca > iuo( Illico, étant inférieurs à NJ, atinietleitl une valeur niaxinia P. 
qui correspond à un point 2' de S,. Ce point s' ne peut être sur le contour 
9, ; autrement dit, le module d*une valeur de ^(*) ne peut tendre vers P 
quand z tend vers un point de L, pniscpie ce module doit tendre vers zéro. 
De p!ti«, I* n'étant pas nul, ce point ; esl tni ytoint ordinaire ou a)jr'*!irii[ii<' 
jjuui la valeur <^(z') dont le module est i% ainsi que pour la fonction 
logç.(j) -.hP(x,y)-hi9, Mais la valeur pour j=s3' de la fonction 
LP(âr,/) doit être supérieure ou égale aux valeurs quVlle prend pour tes 
points voisins, ce qui est impossible d'après la seconde remarque. Le théo- 
rème est donc déinonlré. 

Nous avons supposé «pie |)Our loiih' valeur de s intérieure à S la fonction 
/(z,u) était holomorphc dans le plun des u. Mais le raisonnement s'ap- 
plique aussi bien si, pour les mêmes valeurs de /(s, u) admet, dans le 
plan des k, m points esseniiek a,, a,, et des pdles en nombre quel- 

Con<[iie ta,, .... a,,, <l,iii! des conslantes ). 

( )u déniontrfî alors, coiuuje plus haut, ijiir, un jniiiil < -l un poini 
singulier (non critique ulgéhricjuc) d une racine u{^), celle racine tend né- 
cessairement vers une des valeurs a^, • • •, Orm quand s tend vers en 
outre, si varie dans une aire 2 intérieure à S, rcquaiioii/(«„ u) = o 
admet au plus un nond)re y de racines telles que le module du produit 
I // a, ) t « - a,j), .... (u — a„) soit supérieur à un noud»re dcnuié M. < >n 
jiose V (-) = (« a,), ...,(« — a«); il suffit de répéter idenliqueinonl le 
raisonnement fait sur y (s) dans le premier cas. 

Le tliéorime subsiste encore si les aflixes des points ai,<Ss, ne 
sont pas des constantes, mai» dépendent analytiquemeni di; A chaque 

point J de S correspondent m valeurs ft,.rr. fonctintiv nii,T!> tirpies 

de z. Les quantités ^a^, ^a,aj, . . . sont <lans S des toiu li. anifui mes de 

qui n'admettent que des pôles isolés; encoiu^équence, a,,tij a„ sont 

racines d^unc relation algébrique 

9-1 ( 5) -H li" ' Ç„_, ( s) -h . . . -»■ 9,( J) = O, 



Digitized by Google 



SUR fMS UCKES «XCUUfeRCS DES rOSCTlOMS AITALVriQIIES. B.35 

oâ 9j», holomorphes dans S. II safBi de considérer le pro- 

duit 

V î= 9« X (« - <i, ) . . , ( « - a,) = w*9„ ( s) -H • 9,., («) H- . . . 4. 9, (3), 

ol de raisonner sur V comme dans le premier cas. On voit que \ dcvraii 
Mrc identiquement nul,'cc qui est impossible, puisque /(z, u) = o par hy- 
pothèse, et que /(«, a^) est iivl<-l< rininéc. 
Nous pouvons, en dcflniiivc, énoncer le thcorèmc suivant : 

TutORfaiElI. — Soit /(«, «) une fonction uniforme clos deux vai ialjles s 
rl « tclli" «[(ir", pour toiMf val<Mir r,. t]o z inli'ricmr à une aire S, la fonction 
_/"( c,, // ) ne présenle dans lo pian des u que m points essonliols. donl les 
afCxcs sont des fonctions analy tiques de z. Si l'èqualion /{ z, uj — o 
n^admet qu'un nombre n de racines pour des points :/ formant dans une 
aire 2, intih icitreà S, une suite linéaire^ il en est de même pour tous tes 
points s de S. 

EnefTet, si L désigne une ligne limite de lasttite des points , la dèmons- 
tralion précédente prouve qur- rr(|Uiilif>ri ne i)eul avoir [>lns de // racines 
pour les points «, voisins de L. (Considérons donc tous les points de S pour 
lesquels /= o n"u pas plus de n racines. Ces points furnienl une certaine 
aire S'; n S' est intérieure & S, elle est séparée du reste de S par une lipii' 
L', et pour des points ; voisins de L , intérieurs à S et extérieurs A S', l'é- 
quation o doit avoir plus de ;/ racines, ce rpu' est inqKissîhle. T^a fonc- 
tion m z), déllnie pary= o, n'adntet dans S que n valeurs an plus, et n'y 
est jamais indéterminée. On en conclut qu'elle vérilie une relation de la 
forme 

4», M» -•- «"-'+.., H- 1, = o, 

t'a» t'd-n • ■ "1 't*» él.iul liolomorplies dans S. 

En particulier, sup[>Qsons cjne la fonctimi / satisfasse aux oondiltons pré- 
cédentes pour tons les points s, du plan s, sauf pour les (toints s, d'une 
suite ponctuelle [ces points s(»nl des points ess<.*ntiels de la fonctiou 
/(z, «„). quel que soit //„J.Si, pour un point z,, l'équation en it. f( z, . tt\~ «», 
a une iuUiiité de racines, les points z pour lesquels elle n en a qu un nondjie 
donné n ne forment dans le plan qu'une suite ponctuelle. Les points 2, 
sont les scub où une racine u puisse être indéterminée. Soit, par exemple, 
l'équation e" = /(«), où /{z) est uniforme dans le plan des z et admet des 
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poinls ossonlici» z„ cl flos zvrns z' ayanl ces points pour limili's : jioiir tous 
li's points z', r(-<piiition n'a pas de racinos, cl pour les points c,, u est indc- 
Icrniincc. 

( Considérons, pour terminer, une fonction / (z, m) lellequc, pour loutpoini 
r„ (le l'aire S, la roneti«)n / ( présente dans le plan dos «des points csson- 
lieis fonnatil une suitr poneliielle, les affi.vcsdeccspointsa,, a^, . . -, a„, . . . 
iléprndanlanaiylifpienientde z. Les valeurs n,, .... a„, . . . doivent donc être 
ron.sidérées connue les diverses déterminations d'une fonction analytique 
A(z). Nous supposons qu'iuie cpielconquc de ces déterminations ne pré- 
sente [tas dans S une suite linéaire de points critiques. D'une manière plus 
ftréci.se, «piand <»n part «l'un point de S avec une détermination particu- 
lière «,{ j,) et qu'on fait varier z, de manière à le faire passer une fois et 
une seule par chaque point de S, en cont(nirnant tons les points critii|ues de 
la valeur considérée, on délinil une hranchc o,( z) pouvant présenter 
des coupures dans S et ne prenant qu'une valeur en tout point de S exté- 
rieur à CCS coupures. Nous a<lniettons «pie les {loinls crili<pies de chacune 
de ces branches ne forment pas dans S une suite linéaire. Ces restrictions 
faites, on peut énoncer le théorème suivant : 

Tin:oriKJiK III. — Si, pour tout point 5, d'une aire S, la fonction /{Zg,u) 
n'admet dans le plan des u qu'une suite ponctuelle de points essentiels 
a,, a,, ,..,a„, ... (les affixes de ces points dépendant analyliquemcnt de 
limlf rnritir it(z) lii' f'i^fjiinfion f( z, u) - v> uni forme { ou nv prenant 
f/ui' n valeurs) dans une aire ^ de contour ç, intérieure à S, est conti- 
nuuhli; au delà de t, et ru; présente dans 2^ que des fuilcs isolés (^ou des 
points critif/ues alfjëhrifjucs). 

On établit encore que, si est nii point sinj,'nlier d'une racine u( z ), z l«»n- 
«lanl vers s sur un cli<>niin X de louf^ueur finie, u(z) Icnd nécessairement 
vei's une des valeurs Éf„(ï) et ne peut être indétermin<''e. I^a démonstration 
est la même que celle <pii sera donnée d'une proposition analogue concer^ 
nanl les équations tlilîérentielles, cl d'où résidte d'ailleurs la précédente. 
Les points singuliers <le la fonction u( z) dans }L ne peuvent donc être «pic 
des pôles (ou des points criliipies algéliricpies). Admettons (pi'elle soit uni- 
forme dans ^ et <|u'elle présente une ligne singulière L : quand z tend vers 
un point î[ de L sur un chemin X, en resUinl du même côté de L, «(5) Icnd 
vers une des valeurs ««(ï ), qui est indépendante do X et varie avec d'une 
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iDiinière continue ; autrement, d'aprèi Ici kmmcs ctablÎB au début de co 
Chapitre, ii(z) serait indcterminéc quand s tendrait vers L sur certains 

chciiiiiis. Les vali i]rs <lc u{z) le long de L coïncident donc avec une déler- 
niinalion a,„( z) de A(;), (|ui, par hypollièse, nr pn-sontant pas dans ^ de 
suite linénire de points criti«jues, est uniforni> \r long d un certain sej^menl 
L' do L. Les deux fonctions «(5) cl ci„(z) uniformes d'un cùlé de L' tlans 
lo voisinage de cette Kg^e, et coïncidant le long de cette Ugne^ coïncident 
identiquemcnl, d'aprca le théorème fondamental, ce qui est imposaiblc 
puisque /[a„(z), z] est consUiuimeut intlclermim'i'. 

Le raisonnement «^uh^iste si //f ; > prend dans ^ les n valeurs Kj, U,, 
à condition de considérer le produit 

( W| — ««, («)][«■ — «».(3 )]...(«■— 

qui s'annule sur L. 

Quand /(•,«) satisfait aux conditions énoncées, sauf pour des pointa z„ 
de S qui nc forment pas de suite linéaire [ces points sont des pointa essen- 
tiels de/(;, //,), <piel que soit //„], la fonction u(z) peut admettre ces 
[iniiits z„ comme pf>ints d'indéterminrition ( points essentiels \ » l, par suite, 
roinrae points limiiL^ de pôles ou de points critiques algébriipies. 

Hcmarque. - Si h fonction /"( r. f/>ost une fonction multiforme, mais 
peut être considérée comme delinie par une relation (.;(/■,;, t/) = o, (1 
êliint uniforme, on remplace l'ëquation /—o par G(o, «) = o. Mais 
quand «) est une fonction multiforme quelconque, les théorèmes pré- 
cédents cessent d'être exacts. Considérons, par exenq>le, une é(|uation 
z — g{if) ~ o, f! éLint une fonction multiforme qui n'admet dans le plan 
de< u «pi'une suite ponctuelle de points singuliers a„. . . . . ... Quand z 

ivml vers un point singulier ^, d'une racine u{z), u tend \ers une des va- 
leurs OU est indéterminée» Mais, dans ce dernier cas, on ne peut trouver 
p déterminations de ^(11), telles que, pour des valeurs voisines de Ct « aatis- 
fasscà la relation ¥{z, a) — (s — g,){s — g^) ...(s — gp) — o. Sinon, en 
raisonnant sur l'^quntion 1" — o, on verrait que u tend vers une limite quand 
; tend v(;rs^. Il faut donc qu'on puisse former avec des valeurs de g(u) une 
suite w - g,(n}-, l - - M ^ — ^'ïC"), . ...telle quel i^ — ^y(H)| tende 

vers o avec ^^> quand u dccril un cliemin fini dans le plan, et, par suite, 

quelque soit u. Une racine u(z) nc saurait donc présenter une coupure L 
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( flaiis ]<• voisinage de laquelle cllr' ne prom) que « valeurs), à moins (|iit> la 
roiidilion précf^dentc ne soit reiii|ilir |iour tous Ifs points Z <!c L, ce qui 
exige (|ue les valeurs z de g(u), pour tout point u, fonitent une suite li- 
néaire ayant L pour limite. Un exemple de ce Jail est offert par la fonction 
moduikire m &>(«). La fonction inverse it s est uniframe et pré» 
sente l'axe des valeiu-s réelles pour coupure : les valeurs de <o qui cnrre^ 
pondent h un point « forment une suite linéaire, ayant cet ave pour limite. 

La nièrue méthode va iiuus permullre de dcuioitlrer un théorème utile 
dftns la théorie des équations différentielles du premier ordre. 

à. Tliéorème sur lr,s fonction» définies par une équation différent 

tiette. — Soit^ = u) une équation dilTércntielle du premier ordre, 

oii/(;, u) est «ne fonction uniforme de z et u quan*} z varie dans une aire 
S «'l u dans le plan d<'s \ons rappellerons d'aboi"d quelques propriétés 
connues de riotégralc d'une telle équation. 

Si une intégrale u( z) Umi\ vers (piand z tend vers «t) étant 

liolomorplie, celte intégrale est elle-même holomcu'plie dans le voisinage de 
j,, et dévcloppable par suite en série de Taylor dont on sait calculer les 
coeiltcients. Il n'cxisic pas d^autre intégrale prenant au ]*oini j„ la valeur 
c*cst-4-dîrc tendant vers ir, quand z tend vers s, sur un chemin de lon- 
gueur finie. 

Si b valeur de /{s^y u^) est infinie, il existe toujours une dérivée de 4 

[■"(?) 1 

par rapport à u d*un certain ordre 1 _^^par exemple J, qui ne s'an- 
nule pas pour ( et le point est un point critique algébrique de 

a( z) autour duquel se permutent p -^- i valeur*. 

Quand, z tendant vers s., u tend vers Tinfini, on pose u = et la fonc- 
lion 114 vérifie Téquation 

Si/, (z^, o) est holomorphc, z, est on pôle de u(s) -, si /, ( j„ o) e»t infinie, 
est à la foi* un pdlc et un point critique algébrique de rintégralc. 
Ce qui précède s'étend au cas où le point est le point « du plan des z ; 
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on pose alors 3~-~; l'intégrale " (^^^ vérifie l'équation 

et l'on étudie celle équation dans le vuii^inagc de «, =o. 

Ajoutons que la valeur de u») peut être indéterminé, soit jNirce 
que tt, est un point essentiel de la fonction /(«m «)f soit parce que /(s, u) 

est de la forme q et que P(2„ u^) — Q(2«, u,) o. EnGn, /(s,i u) est 

parfois infinie ou indéterminée, quel ([uc soit u; dans ce cas, Tintégralc 
u(s) peut cllfr-mèmc être indéterminée quand s tend vers 

Nous supposerons que, poui- imit poinl z„ de l'aire simple S, la fouclion 
/(:,.. if'i ii'îtdiiirtlf dans If pl. m n i\u\x\\<^ suilc ponclucUe de points rs- 
Si'nliels (ou d indclerminalions ) dont les utti.ves a, , . . ., a„, . . . dépoiHlcnl 
analytiquenicnt de ainsi qu'il a été expliqué dans l'énoncé du tliéu- 
rème III (les points comprannent le point ao , si/, (z,, o) n*est ni holo- 
morphe, ni infinie). Les pAles de u), b„ bj, . . ., ne forment cu\- 
tii<*fiies, en consé(jiienco, qu'une siiile pf)n( lnelie [il p i- d niN S i!f 

points pour l('S(|m'ls /( z„, u ) ost iiitinii' ou indétcniiiiK i: qu<"l <pu' >uii (f\. 

Dans ces conditions, soit u, la valeur d'une intégrale aupointJj,/(;„, u,) 
étant holomorphe. Si 5, partant de 3„ décrit un chemin X de longueur finie, 
on peut prolonger u(z) le long de X à l'aide de la série de Taylor, à moins 
qu'on ne renronln' un poinl v«pii ^oil un point singulier de it( z ). Si ce point 
n'''sl ni un pn|(% ni un point rrilit[tio algél)ri<pn" de t/( r ), je dis que i/i - < 
(end iiéa'ssatn'mcnt vers un des points a, (ï j, . , ., a„(J^), . . . ^uaïul z tend 
vert C 

Tout d*abord, Tintégrale «(s) ne peut tendre vers une valeur u' distincte 
des valeurs a^fl^); cnr,/{X> "')éianl déterminée ou infuiie, ; serait un point 
r»rdinaire on ;ilu:*''l>nrpir de //( « ); de même, u ne peut tondiv m tn l'iittini 
[si le point » n est pas un des points a„(Z \], [•■ir /",( l. o ) i i.tiil delemunce 
ou infinie, ^ est un pùlc ou un poinl critiijUL- alg< l)i itpie de u(: ). D'autre 
part, nntégrale peut«Ue être indéterminée? Il existe alors un nombre R tel 
<pie |//(; )isoii iiifi ri' ui .1 R pourdcspoinIszdeXcompriscntrc s'élit, si voi* 
sin (pie z' sitïl de Z, el un nomlire -ip tel que pour des points z et compi is 
entre z' et st on "il "( »i ) — = ) .Tra<;<msdans le plan des t/ im cercle 
Calant l'origine pour centre ctde rayon U, et un cercle CconceiiinqueàC,et 
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(]*' rayon I!' Mi|j('ripurà R ; R' = R -l- /i. A Fiiilri Ii'urdc C'irs |)<>i[iis>Iiifru!icr'; 
'ï,.,. '',.,''(• /V". u ) ne forment qu'une suite ponctuelle. ÎSou8adnKitr)iisr|iraii( nu 
de ces points ne se trouve sur Cou C (sinon on angmenlcrail un peu li ou li' ). 
On peut donc enfermer les ymints a„, dans p cercles c, donl les centres 

sont cerl^iiiis de; ces points {a\, . . ., >, de rayon /• inféi ieui à ^« cl tels que, 

les p eercl<'s f' concentri<|ues et de rayon double 2/', n'aient entre eux ou 
avec C et C aucun point couiuiun. La distance ntiuinta de deu\ points si- 
tués rciipcctivement sur les circonférences de deux cercles c , C ou C est 

donc un nombre lini A. Désij,'n«nis par /r' la |)lus j^rundc des quantités 

(>t I' Pour des i>oinls s voisins de Ci les points soni compris dans p 

cercles de centres «,( ; ), ...,a^(r) et de rayon / ', r' difl<lk«nl peu de r. 

Traçons dans le |)lan di's z un cercle y de centre ^ et de rayon 5 assez petit 
pour que a\( z) - a\(^) \ cl \r-' — r\ soient inférieurs à A' (jtiand z van<> 
dans y. ( )n voit qu'alors les [loints h„ restent couipris dans p tcities c, 

de rayon p' inférieur à ^ et tels que les p cercles concentriques c,, de rayon 

double, n'ai»'nt pas de points coinnunis entre eux, ni avec C et C Ceci 
posé, a]>pelons S, l'espace' <li' i'.' i xtérieur aux cercles c,, S,. res|)ace de 
extérieur aux cercles c,, M le niorlule inavinium de /(^ 5, m) quand 5 varie 
dans -y et tf dans S,. Pour tout point compris dans un cercle y concen- 

lri<iue à y t'I de im \ rm o '< i l pour tout point //, de S^, la fonction 

/{Zt holomur[ilie et de module au plus égal ù M quand s varie dans 

un cercle de centre s„ et de rayon 5', et u dum un cercle de centre «• et de 
rayon /, / désignant la plus petite des quantités A et p'. On en conclut que 
toute intégrale, égale à «, au point est holomorphe dans un cercle de 

rentre cl de rayon rf ^ ^ ( i — <• " '). 

Mais, si voisin que s' soit de i^, décrivant X entre 5' cl ^, it{ :) qui varie 
avec s d'une manière continue n^est ni constamment extérieur à C, ni con- 

Stamnieul intérieur au\ cercles c\ ; donc, pour des valeurs dez„ telles (pie 
\z„ w| soit inférieur à (/, u coïncide avec des points //„ di; S^; mais il 
n evisle qu'une intéjirale éj^ale à //„ au point r ,. ei rf lt*- inléj^rale est bolo- 
morplto dans un cercle de centre et di; rayon ri, par suite uu point ce 
qui est contraire à rhypotliise. 
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Nous pouvoM dès Ion énoncer ]e ihéorème suivant : 

Tméoréhe. — Soit une équation difféttntieUe du premier ordre, 

^ =/(s, u)f dont le eœjffleient /(z, u) est uni/ornie quand s varie dans 

Set tt dan» le plan des u. Sif pour tout point s« de S, les points éPindé- 
ti-nnliKilioii ih'/( 3,, u) ne forment dans te plan des U qt^unc Stu'te pone- 

lucUf I (luiit les aj/î.pcii 'frpi^nrhrif anatvtiqiiement de z, . ay-ff h't resfri'r- 
{ions iNdiqnces), foule inté'^iale ti(z) uniforme {ou ne prenant que n 
râleurs) dans une aire ^ de contour s, intérieure à S, est conlinuahle 
au delà de 9 et ne j^^nfe dans 2 que des pôlra (ou des point* critiques 
algélrriquesy 

La démonstration est identiquement la même que celle du théorème II [. 
On voiiqoCf si rinu'-^'riilc »(z) présentait une ligne singulière, elle devniii 

coïncider avec une des fonctions a„(z ), ce qni est impossible. Remarquons 
<pK>, par la même nitsnn, les poinls z, tels cpie ui z ) coïncide av<T mie des 
valeurs «„( s), ne peuvent former dans S, pour chaque inl^gndo ; 
c]a'une suite ponctuelle. 

Quand les conditions précédentes sont remplies pour tous les poinls de S, 
sauf pour certains points [ces points sont des piMes ou d<'s poinl* essen- 
liels de /■(;, //, ), quel que soit le théorème subsiste, h cela piv';. ipn- 
les poinls s, peuvent être des poinls d'indcteruiinalion (poinls essentiels ) di- 
u{z). 

Le ihcorèmc subsiste également si la fonction /(z, u) admet p valeur» 
/if/jf -"t/p quand s varie dans Taire S et u dans le plan. Autrement dil, 

^ est racine d*une équation algébrique 

les fonctions ^p, •••«fo véniianl les mêmes conditions que la fonction 
/{s, u) précédemment. 

Pour chaque point de S, la fonction /(^t,ti) admet des poinls d'in- 
détermination a,y . . a„, . . formant une suite ponctuelle, des pôles , 
b„ . . ., 6m, . . ., et des pointscritiques e,, c,* • . -i Cj», ... formant égalenieiil 
une suite ponctuelle dont a,. . . ., a,„, . . . sont dn« pninis lintitrs. I.cs sal -ins 
r,(z) = ... vérilieiil la relation obtenue en éliminant « fnlre 

l. ^0Ct;j^==0. 

El. — Fae. th T. liAî 
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Rappelons qu'il n'existe en général qu'un nombre fini d'inlégrales pre- 
nant au point la valeur c„( ) et que est un point critique algébrique 

de ces intégrales; il n'y a d'oxceplioii quo si la qu.iiilîté ~ -t- ^ m' est nulle 

pour z — j„ u — c„(s,), u — A^oi Cm). Ceci u*a lieu d ordiuairc (juo pour 
des points partkutiera y de S. Quand les trots rdations 

FdF d¥ dV 

sont rninpahble^ |><)u» toute valeur de s, z„ n"est encore en général qu'un 
point algébrique des intégrales égale» à c„(z,) pour j = il n'y a d'ex- 
ception que pour des points particuliers s'vëriGanl une certaine rehtion 

dtatincle de F = o, = o. 

Cxîs i-emarques faites, on \oit, connue plus haut, que (les points s' cx- 
ce|)tés), si un point 2« est un point singulier non algébrique de Tintégrale 
tf(^), u tend nécessairement vers une de* tmteurt t^mi*^) quand s tend 

vers 5,. Pour les points z', u peut tendre aussi vers une valeur c,„(z' ). On 
lire de là les ntèni<'s coiirlusions que pins Imiil : si //( z) est uniforme, on ne 
prend que n valeurs dans ^, u est conùuuable au delà de 7 et ne présente 
dans 2 que des points singuliers algi'briques. 

Les seuls points o& une intégrale u(x) puisse être indéterminée sont, 
comme précédeninienl, les points z,, pôli's ou poiAlS d*indélerintnalîon de 
/(z, ), quel que soit îl peut exister des points 5, qui soient pour toute 
valeur de w„ «les points critiques (mais non de disconliiuiilé ) de /(^j, u,); 
dans œ cas, J{z, //,) admet comme point eriticpie algéitrique d*ordre p 
au plus; et /(s, u.) se met sous la forme 

m m' 

/(*, «,) = A<ii,)<3 - Slip -h B («,)(« - . „ 

t 

Si l'on pose (; — 3,/= <, ou voit que l'équation 

ne présente plu» pour / = ola même singularité; «(f) ne pouvant être indé- 

termin**!' pour ( - n, il en est de inrinc (le u{ : ) [nitir : — z,. 

]in jiarliculier, sup[Xison$ que le cocflicienl diflfércnticl /(^^s, soit uni- 
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forme on no pronno qno n valeurs quand c «1 rt varionl Tpspprlivcinonl Hans 
loul le plan. lA* plus, |H>ur toute valeur de z, mu/ pour les points z, 
d*uneatàtepon/iduellc, les iKiîntsiTîiid^teniinntioii de /(«„ u) ne forment 
flans le plan des u qu^une BuUe poneluette dont les affixes dépendent ana- 
lytiquement de s,. Pour les points Zyyf{zy est infinie ou indéterminît; 

quel que soitu,. ^Le point ae est un point s,, si, pour 5' = o, 

Mldiscontinup, quel fpie soit //„.j Nous convenons de dire, pour nhréjïer, 

ijuc le coejfficicnl /(z,u) ne présente que des singularités ordinaires, 
quand les eonditiotu prdeddentes aont vérifiéex. Dans les applications qui 
vont suivre, nous admettrons toujours (à moins d'indication contraire) que 

les fonetions f(z, u ) considérées rentrent dans celfr ( ali'-rrorie. 

('elle h\ fiotlipsc faite, pi une inlëfrrale tt( z') v-^i uniforme daii<î tout l'os- 
pace du plan où l'on peut la prolonger, elle m- saurait présenter de coupure 
vl par suite existe dans tout le plan. De plus, elle ne peut admettre (iTaU' 
très points essentiels que les points s,. 

De même, si une intéf.n-ale u{ z ) ne prend (pie n valeurs dans IVi^pace du 
plaît on existe, elle existe dans toal le plan cl vérifie une équation al- 
gébrique 

où les fonctions ■ • -i sont uni/ormes et ne présentent pasdans 

le plan des z d'autres points essentiels que les points s, [ces points s, ne 
sont pas d'ailleurs nécessairement des points essentiels de u(s)]. 

Si les points 2, n'existent pas |^c'est-à-dire si la fonction /(z, u) n'est dis- 
continue quel qae soit u pour aucun point s, du plan et s'il en est de ml^me 
delà fonction 7,/(^v "jj' '"légrate uni/orme de Véquationeané- 

eessairement uneji'aeiion rationnelle de ^; toute intégrale qui r^admt't 
que n valeurs est nécessturement une fonction atgétvique de s. 
Nous allons donner quelques applications des résultats précédents. 

6. Applications du théorème précédent. — Kn premier lieu, j'euvisiig«: 
l'équation 

ttii Vis. Il) 

où P et Q sont deux polynômes en t dont les coefficients sont des fonctions 
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uniforiiics de u {ou admeUeiU p vali-ui-s). l'om quela ix-inarque |)rëcédenlf 
s applique à celte équation, il faut et il suffit que le dénominateur Q ne 
renferme eateun facteur de la forme s — a^a étant indépendant de Uf 
et de plus qiœ le degré en z du dénomUuUeur surpane ttau moine deux 
nnili's le degré correspondant du niinicratcur. Ces conditions remplies, 
louti* iiil^'jfrale de réqnalion, qui ne jtrcne! f|iip n valeurs dans l'espace du 
plan où elle existe, est aéccssaiiemenl algébri(/tie. 

Quand P el Q sont deux polynômes en s et u, on ]>eul trouver (ainsi que 
nous le montrerons dans un autre travail) tontes les fractions rationnellei! 
qui vérifient réquation <lil1ëreniid[le. Si U-h conditions |)i-écédente8 sont 
remplies, on e^t o i tiilii (Vohlcniràinà. toutes les intégrales uniformes. 

Au lieu de réqnalion (a) 

eitt _ P(s, a) 
tts 

on peut oonndérer une équation de la forme 

où F est un polynôme en uf cl en 9. Si le eœf/teient u) de la plus 
haute puissance u'f de u' ne renferme aucun facteur de la forme 
(z ~ a) (a étant indépendant de u), et si de plus le degré en z de 
z, Il ) yi/rpassed*au moins •_' (/i y > iirillf'-s le dri^n' rorrrftporidrinf du 
coefficient de u'*, u)^ toute intégrale qui ne prend que n valeurs dann 
Tespace où elle exûiie est néeea^rement une fonction algébrique de s. 
Mais je n'insiste pas davantage ici sur celte première apptication, qui nous 
entraînerait hors du sujet. 

7. Gomme seconde appUcation, nous allons rechercher la forme de IV- 
qualion 

(•> ^ 

[où /( -. r/) uiiif nnie], quand Tiniégrale générale de celte équation etil 
elle-même unifui nic. 

Nous démontrerons d'abord que l'intégrale générale peut s'écrire dans 
ce cas 

A f . 

/t/i I ?«t ?« êuni des fonctions uniformes de el A une consiante. 
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Soit M, la v;il.>iir au point 5» d une intégrale u{z) : désignons par Ccl C 
des cercles de ra^ oa p cl r, décrits respectivement de St et de comme 
centres, à rintérienr etsur le contour desquels /(s, u) est holomorphectdc 
module inférieur à M. 

On sait que l'intégrale u peut se développer ainsi : 

Ca) « = <f»-H (» — «.)«'(«„ M,) + . . "« . .1 

h série (a) convei^nt pour toute valeur de s intérieure à un cercle de 
centre et de rayon p (t — e^). Donnons i ii, une valeur quelconque 
intérieure à un cercle de centre », et de rayon ^- La fonction u) 
est holomorphe quand z varie dans C, et u dans un eerde de centre i> et de 
rayon -i et son module est au plus égal à M. Par suite, la série (2) 

converge pour toute valeur de s telle que | « — s, | soit inférieur à 

et pour toute valeur de p telle que [V'-u,] soit inférieur k 
~i elle converge en outre uniformémentf comme il résulte aussitôt de la dé- 
monstration de Briot et Bouquet. 

Les termes de la série étant des fonctions lioloniorphes de v dans C',, pour 
loulc v.ilfiir de : intérieure à C, «est fonction holomorphr ilo dans G,, 
d'après les théorèmes sur les sénVs étnhlis dans le premier ( ]liii|iilre. 

Ceci posé, admettons que l'intégrale générale de rétjuaUori (j) soit uni- 
forme; une quelconque des intégrales particulières, u(z), ne peut présenter 
dans le plan que des points singuliers Xt /ormmi me suite ponetuetle. Ces 
|>oiiils sont des pôles ou des points essentiels; dans ce dernier cas, ils appar- 
tiennent à l'ensemble ponctuel des points :' pour lesquels /"(z, //) est dis- 
continue, quel que soil u. Du plus, les points s, du plan tels que la valeur 
«(:,) rende /(», ^continue ne forment également qtt*une suite pone- 
tuelle. Désignons par E Tcnsemble de tous ces points singuliers [à chaque 
intégrale u(z) correspond un ensemble E]. Soit enfin la valeur de l'inté- 
grale m(s) au |K»iiil pour toute valeur de r, distincte des points 
a,(5,), ...,a«,(*,), ... [tels que /(i,,»») soit discontinue], rinUigrale 



m^z) — V) a une valeur unique cl déteriuince en chaque poiul du plan 
X, sauf aux points de rensemble E. Je dis que u{z) est «ne fonction aaafy'- 
$ique dev\là chose vient d*ètre démontrée pour les points Z voinUS de S,. 

Prenons dans le plan des ; un point Z quelconque, qui ne coïncide avec 
aucun des points singuliers K de rintéf^ale «(5, ). et jnipinn« ~„7. pnruu 
chemin (jui ne renferme également aucun des points K. <^unnd décrit 
L, u(s) = «o) décrit un chemin V, Soit Z' un point de L. On peut 
trouver deux nombres p et r, indépendants de hi position de Z' sur L et tels 
qu'en décrivant deux cercles, le premier C de centre Z' et de rayon s, le sr- 
coiul ( ]' cemro t/i 'A', r/,, ) et de rayon r, f(z, a) soit holomorphe et ait 
un modul<> intL-rit ui ù M, (|uand z varie dans C et u dans C (en eiTet, pour 
chacpic point Z', r et p existent; il Buflit de prendre leurs valeurs miniroa 
quand Z' décrit L; ces minima existent, sinon r ou p tendrait vers zéro 
quand : l' iid v. i < un point Z', mais en ce point //, / i lp ont une valeur dif- 

fél-flllc ilr Zi'io, i-l l'on <M1 conclut qu'il i ll r-l (le nirllif |>nlil- l^-s pnilll< voi- 

sin> ). U suflit de prouver «pie K(Z, i ) rst foncliou liolomuqdic de ♦ pour 
d<'s valeurs de c voisines de 1/,; décrivons du point conjuie ccrntre un 

cercle C, de rayon l{ = c(i r'"'') et du point m, un cercle C, de rayon 
si Z' est un point de L inicrieur à C,, la série 

v'^ F(Z', v) = v+{V- «.)«'(♦') + . ■ ■ 

est fonction holomorphe de 0 dans le cercle ; pour des valeurs v voisines 
de Ut, if prend des valeurs voisines de U's F(Z', u,); décrivons alors un 
cercle C, du point Z' comme centre avec R comme rayon, du point U' un 

i'crde C, de rayon ^; et soit Z* un point de L intérieur à C| et compris 
(mire Z' et Z. La série 

ifrr F(Z'. i'> - e'-f- (Z*- Z')«', (i') 1 . . . 

est fonction liolomorplic di- t d ius C,, par suite fonction liolom^i phe de i' 
dan.s le voisinage de u,. Eu raisonnant sur Z" conune sur Z et ainsi de 
suite, on arrive à un cercle C renfermant Z, et Ton voit que V = F(Z, v) est 
fonction holomorphe de c dans le voisinage de ttti ht proposition est 

élalilie. 

I.a fonction « ^ i jc^t donc une fonction nnnh tiqur At^'^ Ac\\\ va- 
riables 5 et Si l'on excepte les valeurs s' pour lesquelles Ji^z^ u ) est dis- 
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toiitinuc, quel que soit ir, l'(z, v ) est pour tout sv^ti-mc z cl r délennim'»- 
ou infinie. Si, pour um? valeur 3,, inlinie en «les points t' for- 

luaul UDC coupure, F est infinie daus tout le plan c; eeci ne peut avoir lieu 
<|ue pour les pointe Z, d'une saiie ponctuelle, sinon F(s, v.) «eraii infinie en 
tous les points Z, d^une suite Iiii< mÏin-, par suite dans tout le plan z, iju< I que 
iVit t',. Kn con>iV|ur'nce, la fonction it(:,v) pour fonte valeur di- z ( sauf 
pour les points d Une suite ponctuelle J est déjinie Ua/iJs le plan des ç et n'y 
présente que des pôles. 

Ijb niaonnement pricédenl démontre en toute rij^uenr que la fonction 
F(5, p), où Ton donne à v une valeur quelconque diOërant des valeurs 
a,(c,), ....««(Je). v»'>nfie Téqualion difTérentielIe ^ 1 ). A deux valeurs 
de e coiTespoiitlent tlmix intégrales distinctes, puisqu'elles- sont uniformes 
el preiinenl au point deux valeurs i' ditli reiiles. tJn .sait d'ailleurs qu'en 
un point Z du plan s il n*exisle qu'une intégrale ti{z) prenant la valeur U, 
si /(Z, U) est holomorphe. Posons donc 

U étant une valeur quelconque, distincte des valeurs 

F[Z,«,(«,>], F[Z, ... 

et telle que F(Z, U) soit holomoi|ihe. Cette équation en v ne peut avoir 
plus d'une racine, car si elle en avait deux, et c,, les deux inti-g^rales 
F(r, ), F(j,, e, ) seraient distinctes et prendraient au point Z la même 
valeur U, ce qui est impossible. Il en résulte que la fonction F(Z, f) est de 

k forme ^|^^ - ^ > A,B, C, D dépendant de Z, cl, comme ceci a lieu quel que 

soit Z, Téquation (1) est vérifiée par une fonction 0(2) =s 

où Ton donne & 0 une valeur constante (A, B, C, D étant des foncttona uni- 
formes de z qui ne présentent dans le plan que des points eSBcntiels). Toute 
intégrale de l'écpiation est donnée par //(;); car on pfiit rlinivir d«>s 

points Z qui soient des points ordinaires de A, B, D, cl pour lesquels </, 
prenne une valeur l.', /(Z, l.' ) étant holomorphe; si Ton donne à cla va- 

, 11(3) - L F)(/.> 1 r .• / , 1 ' • . V - 

leur ^ l\^i'-/y^i^ïyy 'onclion //( r. i„ \ e;xale a an point A, coin ■ 

ride avec ll^(z)\ c, peut être intiiii. iiiiu> ne [m uI être indéterminé «piel 
que »oil Zi sinon on aurait ^ = jj ideutiquemcnl, el tt= ^; u serait indé- 
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pendaiil de r, ce qui est impossible, |>uisque u('So) = t'» L'itUégrale géné- 
raie de l'équation (i) peut donc s'écrire 

ou encore 

( )ii <'M i-onclul iniinvdiul'Miiciit qui* réquatioii (i), qui 8*oblienl en décrivant 
rèquulion (4) pur ruppurl à «, csl de la forme 

(5) ^ 6«-KC, 

<-/, h, <• clailt dos foiirttnns uiiifurmcs <\r z. .\i?isi, (onif t'qitittinn dont Ir 
rucfjicicnt diffcrt'Dtu'l rsi utiijonw' (l<nts h- phtit des z vl <li's ii , ft ff<iiit 
t'intégrule gciiérale mt cgalcruf/it uniforme, est une ètjuuiiun de 
RieeeUi. 

LUnlêgrale générale peut «lors se mettre sous la forme (3); cette relation 
(3) exprime que le rapportsnharnioniciuf de quatre intégrales est («lusiant. 
On iiait que retie propi'i(^ti5 uppni lirni à toute équation de Riccati (olore 
iiièmi' que son iiitésrrale nVst pas miifiu iiie^. 

l'arini les ('(iiiulions «le la forme = ^ "i' *'l ^v* '•'•"t des imiIv- 

nAmescn «, il était riair que ré<|ualion »! ■ lîitcnti pnnvail seule adiu<*ltri' une 
iutëgnile générale unil»)riue; car u uc peut figiiiei au dériouiinaleur | sinon 
«'n un point une intégrale prcml la valeur i\u\ annule ^(2», u) et 
admet s, comme point critique], et, de plus, la même condition doit éin* 

rtMuplie pour l'équation transformée en ^« ce qui exige que Paoitdu second 

degré en u. 

Si l'intégrale générale de l'équation (i)ett une Jonction entière, efla 
fat de fa forme 

A et B étant holomorphcs. En effet, quand le dénominateur de « dans Tex- 
pression { 3 ) dépend de pour une valeur », de on peut donner à p la va- 
leur =s cl la fonction u{z, c,) csl infinie au point ff,, à moins que 
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l'on n'ait, pour toute valeur de 7,, — = — ^p^» <^ qui est impossible. 
Il en réi«u1le que ri (|uaiion ( i ) est, dans ce cas, nécessairemeni linéaire : 

-T- = o«f + A. 
tts 

Il est facile alors de ivconnaitro si l'intégrale est utiifui ine : il faulnolam- 
nn'iil i[in' ff( «oil la fir-iivc'!' lo'j^arilinni<ni<' (l'iiTif fonrfion imifoinif. 

Si 1 inl<';,'raN' de lV;4|aalioii ( i ) «îsl iiin' fraction ralionnellc, relie «''i(ualioii 
est une équation de Riccali dont les coc(licicnl« a, 6, c sont eux-mêmes doK 
fractions rationnelles. Supposons que ni a, nie ne soient identiquement nuls 
(aucas contraire, on ramène IV*(|nalion à èlTC linéaire). Nousallonsclu'relif-rà 
«jnellrs conditions l'inlé},'ra!i" i st «•llectivemenl un.- fnn limi r atlniineile. Ki-- 
niar«jnons ^\x\^\ si l'or) sait d avaiirc «jnercs eondriiotis sont rrinplies, on oh- 
liciit l' inlcgralf gânéialc par des opcratiotis pivemcnt algvbfiques. Ur- 
rignons en cflct par Ai,, C„ D, des polynômes en i do degré n, à 
coefficients indéterminés; pour une certaine valeur de i», on peut déterminer 

ces coefllcients, en sorte que tonte fonction «( s) = ^ !!" vérifie Téqua- 

lion flidérenlielle; si I Ou ajoulc de |>lns la condition »|iie. pour : — on 
ail, n»el «luo suit c, i- = AîIïîA cette déimninalion n'< >l ito.<i- 

' ' t.„(:o* f — I»,, (, :„ » ' 

silile (jnc «Fiitie .siule nianir-re. On fait donc// cf^al sii<çcs>ivcnient à i. j. 

» l Vnn liiiit par oidcnir un système (rèi|iialifMi^ :d^'t''hri«[tii>s coniiiali- 

lilcs, ri n admettiinl qu nn système de solutions, (|ui dè|)fnd(-nl par suite 
d'opérations purement al^^'-hriipies. On peut encore exprimer que la fonction 

// = ^ " vérifie 1 ètjualiiin ; le système de relations auMjui llr.- ou i-^l l ondnîl 
rft indélernnné |)onr une certaine valeur de //; on peut y ajonter la condi- 
tion p = p'^^*j > et les cocHicicnlB de A,, dépendent linéairement de i\ 
Tout revient donc à trouver les conditions pour que rinlcgrale de Téqua- 
lion soitalgcbrique et rationnelle. Ramenonsd'abord ^en posant u, — u-i-~^ 
Téquation à la forme 

(7) 35 
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mi encore 

a, 3. Y <''Uiiil ilfs |MilMH>ni<.'s n'admcllcnt pas un facteur coinmuti. 

Les seules vak'Uiî» do c pour lrs«|ucllfs une inlé^ralc puUïc èln* indeli'r- 
roinée «ml les racines ^ du pol^ dùuk' ^, et la valeur 5 s ao» si le degré de ^ 
ne dépanc pas d'au moins deux unités les degrés de « ei y. Ces points sont 
aussi les seuls points critiques possibles des intégrales, car, pour tout autre 
r„. mi"' iiiHf'-iri'iil'' r/ pi-fiid un*- viilftn litii" f/,, on clcvicn! iurniic : (I;mk 
le |n<"iui<,T ras, it est lnduiiioiphi' tl.iiis !«• ilnui.iiih' *[»:• ilaiis !"• sccnrui t as 

^(•sl li(iloiiior|tlii-. Pour <pi<- ritili'>^ral<.' soit une fraclion ralionnello, il faut 

donc el il siillil qm I< - points X ftf «lii-iif. pour ancuuf int«'*ji:rali>s, des 
points de rauuiiculiun uu d uidétcnuin iii' Mi t )n peut ranicncr l'équuliun de 
Riccati è une équation linéaire et applu|u> r les conditions données par 
M. Fuclis pour que lea poiiils singuliera posesililes des intégrales soient algé» 
briques; on peut aussi faiii' la discussion tic la manière suivante, en s'a|»- 
puyant sur !<"i n'-iilt.it- (]•' MM. IJriol i l lioui|net. 

Soil z„ un desp<nut> z„ est le jHjlcau moins d'um- tles <lcu\ fonclioiis ^/ 
et f", eu preniiiT lieu, >i :^ csl un pôle trordn-/// do (i (z), c'est i/ii z<ruiiit 

moins d'ordrf (in — 1 ) de ii( z ); car, si l'on pose // - 11, -(- ^ (m i-iaul une 

intégrale quelconque), la fonction t' vérifie Téquation — ^ s 2au,i' + a. 

et Pinli-^i ait' di> celU* ('«piation ('■lanl |iar li\ polln-sf nui' fracliou rationnelle, 
II" produit -iaïf, fl 'il l'tn- |;i d<''ri\éi' lo;;.ii'i(lniiiipi - d'ini' fraclion raliim- 
nelle, et ne peut admcUrc par suite que d«'.s polos du juiMuii-r degré. Mais 
s« est un pdlc d*nrdrc m do a(z) : donc u, doit contenir en lacicur 
(5 — s,y^*. Faisons pour abréger récriture -, — o, et posons 

<I{;13-=:A{3). «(5) 'iHi) 

(A( j ^< t i ( r> sorti liMixnioi [tlics pour 5 KO, et A ne s''annulc pas avec s\. 
La fonction v vérifie l'équaliuii 

A(a)3«'*»-"— (m — i)3'<*'-"e4-<:(3)s*' 
Pour « s o, p a par hypothèse une valeur Gnie, ainsi que sa dérivée, ce fjui 
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exige que û(x) eoniienne le factear s au moins & la puissance (m — »). 
Ainsi toul pAle d'ordre //< do csl zéro au moimi d*ordrc {m — a) de 

c(s). Si Ton pose C(s) = |ii|> rêqualion précédente devient 

rfc _ \{:)x '—{m — \)v -r- ( '. ) ^ 
S s 

De mime, tout pôle d'ordre m' de e(2) est p6le d'ordre (m — r ) au moins 
de toute intégrale et zéro d'ordre (m — 2) de 

Celto remarque faiu», consult-rons tralion) un pôle simple di' A(z) : 
II'' «saurait èlrc un pcjlf* rli- r '' ; ) (l\u'div plus fjnuid <|iip i, «linnn, d^aprt'S c<' 
qui prc'ccde, a(s,) sotail fini. l*o«uis encore, en faisant - = o, 

A et C sont holomorphes pour j = o, et A ne s'annule pas avec s. Inéqua- 
tion peut s^écrire 

rf« _ ««[A(o)-+- ;A'(o)-i-...j -K<:(o)-^; C'(o)-f-... 
(is s 

Si, quand s tend vers zéro, u tend vcra une valeur v», le système s — o, 
tt = u,, annnle nécessairement le numérateur du second membre ^w, ih' 

ponl l'-Ire inliiiic, car, dans l'équalion Uansforméo en ^-^ = », le (•(M'fliri<Mil 

diflcrcntitil est infini pour s s o, pso, puisque A» n'est pas nul j. Toutes 



les intégrales doivent donc tendre vers une des valeurs dz y -~ quand z 
tend vers o cl ^Irc holomorphes dans le voisinairc de ce point. Désignons 

par -4- = -f- y/- ^— relie dos deux m > ilii r;i(lir:il donl le ])riHhlil par 
A, a sa parlie réelle positive. Si u tend vers — on pose 

la fonction c s'annule pour x s o et vérifie l'équation 



p. MlttLEVÉ. 

partie ivcllc (lu coefficient de claat lu^tivc, rc({iialion n'admet 
i|ii"iim' seul»' iiili-gialt' i , ( j ) .s'annuljiiil iivfc (•ciw iiilëgrali* est holo- 

nioi'phr pour z — o. Tuulcii les intégrales sauf l'intégrale 

«'i=— "•-♦-«'•(s). 

iloivi-nl donc pioiidre la valfur </„ pour j = o. Posons « = -+- ^ j^-- -h r. 
Toutes les iiitcgralo» <^sauf uih- > de r<'*<|iiattuii 



doivent s'annuler et être lioloinorplies pour - = o. l'our qu'il en soil ainsi, 
il faut d'abord, d'aprùs un théor&mc de MM. Itriot et Uouquet, i|iie te. coef- 
ficimt de ■+- a v'-- AoC,, 9oU un entier positif n\ plu», « = i, \f 
cocfHcitsnt de |ji s ( — '-^ , dtàt étttt nul,' sinm on diiniuui> It* cocHfi- 
rient de c de (» — i) unités, en posant 

f,, r,, .... i'„., r<'présenlant les valeui-s pour ; -_ odes (// — i) pFCmièrctt 
dôrivvv» de valcuri» qui œ calculent c» dilTcrcnliaul rvi|ualion 

l/é(|uation se ramène ainM à la foruK* 



// /aitl que V toit nul. Quand ces conditions sont remplies, si l'on 
w ^ tSf r«kiuatton devient 

(8) ^=<«M(5) + IN(5)-1-I»(3). 

M, .N, I' étant holomorplies pour r = o. On voit saii> p* me «|ue, dans li- ras 
actuel, la condition X=o exprime ([iie l)"^[\(z)itl{z)'^C.{z}\ s'annule poiu* 
2 a o, «,(3) désignant le polynôme («, + «>, s + »», s» . . . 4- f^», , 3* * ). 
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Quand les deux conditions précédentes sont remplies, Téquation (7) se 
ramène h la forme (8) par la lransf<iiinalion u = u„ + tz". Pour J = o, 
aucune iiito^raU- /(c) <!<' r<'<iualion i S) no |»<>ul »"tiv imlélermiiin': si 
uni! inlcgralc /(«) Iciul vvrs clic esL lioluiiiorphc (lour s = 0, ainsi ([ue 
la fonction «correspondante; si t(z) tend vers Tinfini quand : s^annalc, on 

|M)s<' f ^ y <*l I voit que IV-«|ualion t'u 0 adniol une intéjrrak' ol une scuU* 

s'aunulaiil avec ; : telle iiUcgral»* coiirspond à la ttmotion //, t^ui juviul lu 
valeur — u, pour s = o. Les conditions énoncées sont donc néccMaù'et et 
ati^fj^iatUes pour que z = o soit un point ordinaire de u(sy 
LcratsonnciiKMii suppose C, différent de o; mab, siC»sso, Pêquation(7) 

est de la forme = f*- . coefificicut de u étant nul danx ie 

second membrCf Téquation ne i>cul admettre qu'une intégrale holoniorpho 
nu al^'i'-bi-i(iuc au point = o. Ct'x't rcvicnl à dire que tout pôle simple de 
a{ : ) 1-1 |)n|c siin|tlc r{ z ), et n'Ti|)r'M|ti<-m<'i»l . 

Il iaiporto (le remarquer tpie les deuv coudiliuns trouvées peuvent v«'>- 
rifier par des opérations purement algêbiiquf.Sy alors même qu^on ne eoii- 
natt pas les racines de ^(j) = o. Soient ^1 » o Téquation qui donne les racines 
simples de ^(s), une de ces racines; on doit avoir d^abord 4C*Aa = — n* 

(a étant un nombre entier); A (s) désigne (s — 5«) X a(r) ou — — 

et C(^z) désigne - ; par suite, 



l'osons 



(9) ^-.-^rp-- 

La transformée en 1! de Téquation P, = o doit n'avoir comme racines que 
des nombres entiers carrés iiarfaits, ce qu'on reconnaît par des opérations li- 
néaires qui donnent ces nicines. Soil u* Tune d'elles. Pour C =11% le» |>oly- 
iK'iii^'s 3,fr) et 'ia(v)Y(-) onl un plus grand commun divi- 

seur dont les racines duiveul vcriiier la condition 

D! [«*(«.) A(5.) + C(a,)l = o, 



Les valeurs pour s = z« des dérivées successives de A et d<' C s'expriment 



B.'ij p. PAINLEVÉ. 

Iinéairt*iiu*iit en fonction des cocfiicicnu de a, 'y, comme le montrent aus- 
silùl les idcntit«'s 

et 

" t.'È 

h<> |»lus, les cootlicifntji tie m, s <'\jinnn'nl litii'airt'iiifnl <'ii foiirlion de A„ 
A„, A,, . . ., C,, C,, . . . quand la première coiulidon est satisfaiie 

a 

ç. Aie 

» A, I /, «.y«\ 

i«l uiuM de suite. La sc'cunclc coudiliun s écril donc 11(^0^ = *^ i-laiil tiii 
]jolyndme dont tes ooefBcionts se calciiknt linéairement à t*aidc <l«s co«11i- 
cients de tt, ^ et y- H fout qu« 11(7) soit divisible par ce qui se vérifie 

encore par des opérations purement alirt'-l)ric|ii<-s. 

Pas»>ons an cas nù le j^r.in» z„ est un |)ôle d'ordre ni cl<' a{z). Nous avons 
dil que esl alors zéro au moins «l'ordre (in — i ) de //( ; ), et (|uc par la 
transfoniialiun = t ' (nous faisons z„ = o ). l'èijuution ( ~) devient 

At'-(m-i)i.-i-<:(5) 

A el ( ', rlanl liolonior|>li<'s jmnr ; — o, et A ne s'nnnutant pas av«'e z. 

Vax raisonnant comme plus haut, on voit (juc i doit proudic pour ; = o 

une fies valeurs i „, \^ tie I expression l = — "" » ^' 

Ton pose = (J + (c, l^écpiation devient 

^_ «yf A|f(m —}Y—kK^ + t^i -»-. .■] _ liv^jâs 

La discussion précédente montre que — i>* - 4A,C, <lo<t 

lier positif n, cl que de plus la d^rivt'c n^'"* fie ( ApJ H- C(2)] doit être nulle 
pour s = o, désignant le polynôme t^i^ + ... fj,^«s''S où 
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t-^ — (*'— ')-*-« ^ ç| ^ j,^^ ^ g^jil 1^ TOieuw de ... cal- 

culues, poui' j = o, vv= o, en difTérenliantréqualion 

a»f'= Xh> -h |is h- • • • ■ 

Quand ces conditions sont satisfaites, toutes les intégrâtes sont holomorphcs 
|)our ; = o et prennent en ce point la valeur v^, sauf une seule qui prend la 

valeur r„. 

On obtient dcscondilions analugnes pour les pùles d ordix* m de C^;) i-ii 

raisonnant sur la transformée en ^* Ces conditions se vérifient par des opé- 

ralions linéaires, alors inènie <|irot) ne sait pas résoudre Téquation donne 
Ir^ i iK iiii s d'ordre m de ^(c ). ICnlin. si le point z — -c e*;» nn point sin- 
gulier, on reolre dans les cas précédents à l'aide de lu Iruusiformaliun 
I 

3,= -. 

Nous voyons qu^cn somme on p«Hil reconnaître, par drs opératioits pure- 
mont a/g^oliriques, sll'int''"^r<ih' de l'éqti'ifioii if>- Rfrrrr/i f.s/ imc fi tn don 
ralionnclL't el dam ce ca.s l'intégrale s'ohtioitt l'He-mcincpar des opcra- 
thft» linéaires. 

Si les deux conditions précédentes sont satisfaites pour tous les points 
sauf pour un seul point s, (le point ae, par exemple), Hutégrale de r< <|ii;i 

li(»n est riiiitVinnc. '"t li- [ir»itit r, e<f ti'Tes^aireinenl nn poinl «"^senlii'l de 
rinléj,N-i»le. i'ins {^em-ralemeul, les conditions nécossiiires ul suflisantes pour 
que riuté|^rale »oii une fonction uniforme n^ayant dans le plan qu'Hun poinl 
essentiel sont les suivantes : les coefficients a, b, e ont au plus un point es- 
s<>nLiel (<{ui leur est C<Mnnuni), le poini |<iii < \eniple, el les deux condJ- 
lir)ns énoncées sonl satisfaites pour lous les pôles ^ du coefficient différen- 
tiel. Si les fonc tions a, h, r sonl al|réhti(jnes, ces conditions doivent être 
sulisfuiles pour lous les poiuls 3^, sauf pour un seul. 

En particulier, si le coefficient dilTérentiel est une fraction périodique de 
9, il suffit de vérifier tes conditions pour les points « situés dans la bande du 
plan comprise entre deux droites, perpendiculaires au sef,nnenl (jui repré- 
sente la périt)de et passant [inr s<^s evlréniilés. De même. le ffM'flirieTil t>«l 
donlilemeul périodique, il sntlil de vérilicr les conditions dans le parallélo- 
gramme des périodes. On peut chercher aussi h quelles conditions rinté- 
grale est elle-même périodique : on voit qu*alors le coefficient doit être une 
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foiiciion de il suffit de poser ff**ï=/, el de chercher si rinlégrale esi 

foiH'lion unifornu* rie 

Ce qui pn-cèdc piTinol de résoudre 1res facilemenl la question suivante : 
Trouver les équeUions de kt /orme 

(I) if = F(5,ii') 

(oà F est uni/wme en s et en u'), dont l'intégrale générale est uni- 

fornif. 

DifférentionB celte équation par rapport à s; il vient 

U =. . - u -t- -T— 
du' à* 

ou bien 

I à¥ 

<») "^—dF— 

àu' 

Si //( ) '"^1 niiif'n rni'. il mi i-t d»- iiièiiie dr i/'. i'\ iiiMT-iMiu'iil, si riiili'f^rale 
«'(If {z) est iiiiil*>iui<\ 1 iiUegrali" u{^z) de r«-(|ualioii proposée est uiiifonuf, 
|)uisi|ucK= F(>, (f') { ' ). Il suffit donc dVludicp IVqnaiion(2) dont rîntpf»ralc 

;<[L'nérulc doit être di- la lurme u' — ^^t~îl ' *!'"* * ''|i'"'< '" 

au dénominateur; autrement^ on pourrait écrire u'= ^(iT^tt)* '^4 dillV*- 

i-antdc I), el i>, nV-laiU pas une ( oii^lanle. Soil un [«oiiil ijuclconqur, 
pour lequel aucune dc« fonctions C, U — D,, D', ne s'annulr. Si 



I ') Celte romaïqiii- c«l fiéncralc ; soil /i u', u, ; i = o une cquatioii OA / Mt MB polvnônir 
••Il « et une frinrliun uniforme «le «' c-l clo UifTe'rontion'-la par rapport ù «. cl rlimi- 

noii'i H entrr = o cl = " On i bti^nl uni" rquation f^i ii', ii'. j ) = o. <)e rrif'mr rlogrc en 

II' que y CD II, Si l'inti'gralc ck* cette Lquatiuii eil uniluriiR-, il cti CM île niëniL- >lc L intégrale 
ilc^ s «; car « = ftt'da-i-c. et ne peut présenior quelles point* iritique» lnKaritliraîquc*, 
rc qui «st impoasiblci pnitquc m dépend algébtiquenenl de foDction» uniformes de il' el 
lie ». Si u' admet p vateufs, it admet également p valeara. Il n'y a d'exeeptiaa que li / 
ne oonti<^nl pa« u. De là découlent plup|eur« conséquences : ainsi le logarillime crune foac* 
(ion uniforme ou alj^cbrique ne peut vérifier l'équation / ^ o, sauf dans le r»t oit / ne con- 
tient pn u. 



V 
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la fonction p,) peut se développer ainsi 

«'t-' 'o) = — a + li(S — s„) -h.. 

A n^étant pas nul, cl nntégrale fu'{zy v»)dz présente un'point logaritli- 

miquc, ce qui osl impo<isil)lt>. l/r(|iiiilion (■>) doil par siiilti ôlre UnéairCf et 
SOI! ini 't.'r:tlc //' C8t égale k vtt'C) + ^ i^)- Quant à rinlcgralc 11(7), elle 

est de la forme 

«(a)T=pH{3)-t.G(3) -l-P(i*). 
Ën définitive, pour que l'équatioa u s F(;;, u' ) ail une intégrale générale 

unifonnc, il faut cl il suffit que le quotient — soil un polynôme du [)ro- 

mier degré en aii'4- cl que Féquation «*= cm' H* ^ ait son intégrale 
uniforme. 

8. En employant le même raisonneincnl que plu» haut, un munlro que si 
rintégralc d^une équation F(c(', «, s) s o (aà F est un polynôme de degré 
pcnt^ei une fonction uniforme d*- // * i de z) tradmei pas plus de n valeurM, 
celle inlëf^ralc peut se mettrr sous la forme /(-, «, u,) -- o,/désij,'nanl une 
fnnrtion uniforme de z vl 1111 polvnAnie de <l*'gré rip en 1/ et rt,,. lin tciciiit 
compte de la remarque que nous avons failc à la lin du para^rrapiie preer- 
dcnt, on en conclut que si rintégrale d'une équation F(u\ u, s) (où F est 
un polynôme, soit en Uf mal en «*, i coefficients uniformes) n^admct pas 
plus de valeurs, F est nécessairement un polynôme en u et en u', ou que, 
du moins. ri'(|ii;ilinn peu! s-e ratiHTier à une /'rpiritinn de Cfllf forme. I'»>nr 
de telles éipialions, M. l'uchs {^') a indiqué à quelles conditions I intégrale 
générale n'a que des points critiques fixes. Allant plus loin, M. Poincarê (*) 
a montré que, lorsque les oonditiona de M. Puchs sont satisfaites, ré([uation 
se ramène à une équation de Riccati, si la relation entre u' et u (où on hiis^c 
r ron^tiinl ) > >t du {,'enre o; elle ramène à des (piadratures, si cette rela- 
tion est du genre i , cl elle s'intègre algébri(iuemcnl si le genre est supérieur 
à l'unité. Lïludc des cas où l'intégrale de Téqualion F = o est uniforme esil 



( • ) Sitcur>f;sberiehte de P Académie de Berlin, s6 juin iSSj. 
i})Acla mathcmatica, t. Vit, iSSS. 

tl. - Fae. de T. 
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iiiii-^i < <)iiij»l<-t«'. Oiijx'iil, .sans fiiirtr iiiUTVciiir le gfiirc, duniier le* fondilions 
•|u'il faut ajouter â c<.-llf$i <Jc M. Fuclis [lour que l'intégrale Mil uniformCt en 
Kuivaiit UMA iikHIiocIv ansilogu« k celle de MM. Briol et I3ouqoet pour le cas 
|jaiiiculicr où z n'i-tilrc pas dans F expliriliMiif-nt. Pour 1<- iii>iiii<Mi(, nous 
MOU» iKunoris à «''ludifr un ras particulii'i- «lu prohlruic traite [>ar M. Poin- 
rai''-, v qui va nous rim<\ni< f à tinc ''ni-ralisalion du tlit-on'inr d<' M. llor- 
niitc sur le;» équations l' \ a , a j c», où 1'" est un pul^uôuio eu u' et u. 
JY'iivijKigc une équation de la forme 

(i) A(«',«,r) L lt(«', «, c) - <i, 

un A . ( Lt (li-si-^Mient deux |tr>l vtï 'Htu s m ti' i i deux fonelions uniformes de u 
<-l (l)- et I une fonction ai^'<'l>nqu<; li- liiu< jiar la relation irréduelible 
l'"(«, L ) = o. Ou |)eut toujours su|H)oser que la relation (i) est irré- 
duelible, c^cKlrà-dire que A et B n'admcltcnt pas de facteur coimmin 
■f If, «). On oblîcnl réquation dilTêrcntieUe «ous sa forme ordinaire 

/(«*, «, s) £3 o, en remplaçant, dans F as o, U par — ^> Les tlicorèmcfi 

énoniM-s au n" û s'appliquent 4 cette éffuation. 

Si une iiiléj,'rale n ■ -- ^(s) est uniforme dan.s l'espaee ou elle existe, ell<' 
exisle dans tout le plan, et n'y admet que des points essenh»"ls. Il en <'st de 
même de u' ). De plus, si l'on remplace, dans A <'l H, u et u' par ^ ol 
9', «ucutie des deux fonctions ne peut être indéterminée, quel que soit s; au- 
tn.>mcnt |iour u = 7(2), la fonction 1/ déCnic par /(«', if, 2) as o est indé*- 
n rmiure, et l'on ne peut dire que f est une intéjîrale de / = o. Il est impos- 
siltli' l'L'iili'menl cpie A ou H soif nul, ({uel «pie soit z pour // — '^(r ), 
auli<*uii-ul la l elalion F( m, l J - o M-rait vérifiée, quel que soit //, pur 
I ] o, ou U ^ 30. Mais il peut arriver ([ue A et li soient nuls à la fois pour 
toute valeur ùcs: la fonction u s= f («) vcriCc alors ta relation »)s o 
obtenue en éliminant «' i ntre A = o cl U = o. Kn eonséquencc, si Téqua- 
lion aduK t une intéf^'i aie uniforme ne vérifiant pas la relfttioa y^ = 0,h fonc- 
tion U — -Qj^r^^^ une fonction uniforme de z, qui ne saurait prc- 

«senler «le r«»upur<', puis<pre|l<' dépend alp'-hrtqucment «le u( z ) et <|uc ti(s) 
n'eu présent"' pas. D'après un théon-me Itien eoinin de M. Pii ,ini. }''< etfor- 
dnnnées // et l de la ci>urlie algélu iipie F — o s exprimaiit en iout lions uui- 
f<irni«;8 cl sans coupures d'un paramètre lu courbe est du genre o ou 1 , 
L'iutàgrah générale de(t) ne peut dire uni/orme que ti bt genre de 
r ss o ne dépasse pas l'unité. 
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Krivisnpfftn'; inainlenanl iino (''(|iialion (i(u', //. :,V) — o nù (1 tm po- 
lyiiûiiH" en « el en U dont les cocfficirnls sont unifonm-s en u « l : : on |)( ijt 
toujours supposer que U u'euUe dans (j qu'uu degré (/< — i), « eiaiil le 
degré de F en (J. Uêquation s^obtient sous la fome ordinaire en éliminant 
l ' entre les rdaliona G :s o, F = o. Pour tout système ii',, «ti 2, vérifiant la 
condilion /■ = 0, les équalions (î — o, l*" = o oui une niciiie coniniuno, Ci 
en général une seule, qu^on obtient en foiiciion uniforme de 1/,, u,, z,f 

A ( £,) U -I- B ( V., s,) = o. 

Le raisonnement fait plus haut «^applique encore ici, k moins que, pour 

If = f(j), u' = 9'(-)t soient nuls idenliquement. On ju'ijl donc 

éiinnrrr ce lliéorëuie : Si l'équation proposée ailim-t uiir in/i'^fo!'- jinrti- 
cii/irre uni/orme w = h rr/ation K — o est dit genre o < 1, à 

moins que, pour // = ^(5), //'= ^i^)} deux équations en L, K = •'. 
G SB o, n*aieni plusieurs racines communes, quel que soit x. Si Fon expriro» 
que F = o et G s o ont deux racines U communes, on obtient d*ordinairr 
deux relations distinctes en //', m, z et, en éliminant //' entre ces deux rela- 
tions, une certaine r<'|,iiion ■\/( z. r/) z= o entre z cl 11. On peut tonjtnirs vé- 
riiicr M celle relation délinit une lonclion uuifurnic salisfaisaul à Téqualion 
diflërentielle. Quand ») =s o se réduit à une identiti*, quels cpie soient 
s et tt, pour une valeur de u' vérifiant la oondition/s o, les deux équations* 
G = o, I' = o ont plusieurs racines communes. Nous écarlons ici ce ca» 
{>arliculier tpii demande une discussion spéciale. Dmiis tout antre cas, l'iii- 
légrale générale de Téqualioa ne peut êlre uniforuic si i'' = o esl de géni e 
supérieur & i. 
Considérons de mime Téqualion 

(9) C(a',if,s,U,U„...,U,_,), 

où <i esl un polynôme en u', IJ, F,, U,_,, el U, V,, U^,,, des fonc- 
tions algébriipies de « définies par les relations 

(3) F(«. r) = o, F,(«.r,)=o, F«_,(«, u,-,)-o. 

L'équation difTérenliclle s'obtient sous la ^<^rmi- /(u , //, -) = o en éliminant 
I Ua_, entre le» relations (2) cl l'our tout sjslème u',, u,, vé- 
rifiant la condition /= o, les équations simultanées (2) et (3) n*ont en {gé- 
néral qu'un système de solutions U, U», . . Uj,.,, qui s'expriment linéaire- 
ment en fonction de u^, «„ s,. On en conclut que si l'intégrale n = f(s) 
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ost uniforme, U,, ...| U.^, sont des fonctions uniforinos do z sans cou- 
pures. Les relations qui lient T à u et celles qui lient L, à sont, en 
eonséquence, de f^enre o et i. < >ci siip|)osf tout, fuis ijn<' pour « = 
u^=s^'(s)y les cquation» (a) cl Çi) n admcllcnt pas plusieurs »oluUonti 
communes quel que soil 
IjC thdorèmo s'applique aussi bien si, dans Téquation 

G(«', u, z, u, L„-,), 

l , t l „ , sont fanerions n!u<'l>iir|tipp, nnn pins rie n, ruais ilo «'; car 

si //( z ) csl uiiitonne cl sans coupure, il en ». si de iin'iiu" de u'{ z). (Juand ( • 
esl uu polynôme en «, U, L,, . .., L,.,, et une foncliou uniforme de u' cl de 
s [Ut ii«,Ua-, vérifiant les relations F^(if', U/)so|, on élimine u entre 

O=oct-^ = o, en remplaçant dans celte dernière équaiion p««' 
— ^ M*. On obtient ainsi une équation 

G,(w',ii',3.lI,U ,U._,)=o: 

si une iiilégrak u{z ) est uniforme, est uniforme, et le théorème 

énoncé s applique h 1 équation G, ss o : les relations F^=o sont donc du 
genre o ou i . 

Knfin, si ÏJ, IJ,, Ujt-, sonl fouclinus algélu-itpies de Zy r»'(jualion 
n'admi t il"irilr'i,Ta|p uniforme u - "pC-) qu'au cas où I;, M,. U„ , sonl 
ratirtiuiels eu -, à moins que, ptjur u~<y(z), «'^^'(j), les équations 
\',{Zj Li) = o, ti = (» n'aieut plusieurs solutions communes. 

Sons sa forme la plus générale, le tliéorime peut s^énoncer ainsi. Soit 

<3j <i(«',w,3.l, ...,Li„-,, V, .... Vp_,, W, . . ., W,^,) ^ o 

une équaiion difl'érentielle où G est un polynôme en u' (ou en u ), et en V,. 
Vy, \\ j : L „ Y . \\ 4 sonl respi ciivemeul des fonctions aigcbriqucs de w, 
de u' el de z, délaiies jiar les relations 

i .,(M, U,...,U«-,) = o> <J/,(«', V,..., V^,) = o, W,.,., W^_,) = o, 

(i) 

( U, L",-,i — o, |^(«', V, .... V,, ,) - 11, W , .... \V,, ,) -I. 

thiantf fine ittti'i^rnfr ti '■(( z) de cette équation est i/nl foenf , les W ^ 
•sotit des fonetiuit.s uniformes de 5, cl les relations qui lient à Wj ou à 
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u, V( à V^, OU à u', solit du genre o ow i ( f'i moins que, pour « = z>(z), 
u' — le système d équations (3) cl I cquaiion G = o n'aient, quelque 
soit pluffleiin sy9^km.ea de solotiom communes]. Si rintégralc générale 
de G — o est unifonne, les «onditions précédentes sont remplies, A moins 
<pie, pour tout Byslcmc et pour une valeur i»^ vérifiant la condition 
/('//,, f/j,. ) = n, ledit système n'admette plu^sicurs systèmes de solutions 
communes, ce qu'on rcconnait sans peine par des opérations purement al- 
gébriques. 

Revenons à Féquation G(iii^, », U) s o, où U vérifie la relation algé- 
brique F(if, U) = o, et supposons que u' n'entre qu'au premier degré dan» 

G. Si l'on écarte le cas exceptionnel indiqué, on sait que l'intégrale péné- 
nil ' de l'équation ne p»Mit Mrf uniforme que fii la conrho F — o est du genn- 
(> ou I. Adnictlons que cette première condition soit satisfaite, cl clier- 
chons le cas où cette intégrale est efleetivement imifome. 

La courbe F o étant da genre o ou i , ses coordonnées u et U peuvent 
s'exprimer en fonction rationnelle et algébrique d'un paramètre t et d'un 

radical du quatrième degré en <, VR(0> 

ii=A(0 + vlUTjB(0 = 9(0, 
u = C«) + ^/I(ÔD(«) = 

et teia de icUc sorte qu'à tout point («„ V^) de la courbe F = o ne corres- 
ponde qu'une seule valeur de l, 

1^ étant rationnel. Supposons « et U exprimées en foaclion uniforme de z : 

ii = f,(<), U =:+.(*); 

on a 

/ est donc fuuctiou uiùforaie de u. Si l'on pose a = ç(/), l'équation à la- 
quelle satisfait h fonction /(s) a son intégrale rationnelle, en même temps 
que l'équation proposée. Cette équation est de la forme (en nmplaçant u 
et U en fonction de f ), 

M et N. étant vtikiaaa^àÊÊÊi^ÊffÊ^^wm identiquement nul, ri 
F s o est du gciiioj<i|Ëfl^^^^^^^PHH|||te quand la courbe est 




du guiiro I. Dans celle hypoll»''»»-, l'tMjualioii se réduit à 

l'I M (ioif élrc un luilyrtùinf 'tu .\rr,,/iJ tiff^rè fn I. On w Iroiivf raiiiciir à 
IVqiialiori (N* Hiccali dotil lu discussion u éli' faite pri'cédciniaenl. Si rinli>' 
^rulc de celle cqualion csl unifurinC) on pcul récrin^ 

ri' \ h t/i h 

— j~ OU bien —i>=-~ 

1', i'i, fi, «''lant iinifoniios. (^uand la couriie I'" — o est du f,'fmi' «», 
u '^\/[ :)\ est toujours uniforme avec /(r); il en est de même cluMpie foin 

tjue ^(/) no dépend pas de vU(/). Au cas conlrairc, u n'est jamais uni- 
forme; il faudrait pour cela «pie y T{[7< : )| fût rationnel en ei, par suite, 
«pie clti» une desé<|uations 0 = n'eiU p«nir loul«' valeur «le c que 

(l«'s lai iiics «le muUi|)licil«' |iaire [0 (l< siL;iic uii'' di s (jualu- racines /„, /,, 
/, «le t^eci exige «pte les racines «le r«Mpialio:i — «• = — soient 

multiples |Miur toute val«'ur «le <>, et, connue on n'a ]r,is i<lenli(pi<-in«>iil 

— = r = 0, la condition m* i)eul «'>lre v«''riliée «lUC si la dérivée de r-^ — - 
est nulle identiquement, c^cst-à-dire si cette fonction est une comtanic 

— Pour V a: v„ t(s) — ^'^^ est constamment égale & 0, et ]iour 

toute aulri; val«'ur de t^, l(z) ne prend pas la valeur 0. Mais (« ri ne peut 
a\ (iir lieu pour Ics quatiQ valctm de 0, autrement des fonction» uniformes 

"^^rpir ("""^ coupures) ne prendaient dans le plan aucune des quatre va- 
leurs (■<• ([iti ol i ii r <iiiii-a«lietion avec le lli«''<iiènie d«' M. l'icaril 

sur 1rs /('l'i^ (Il -, fiinclions unirimiii s. On v«»it donc <pie si \ ( "-l i<leiitiipie- 
nienl nul, ii huit et il suflit, pour que f/(;)soit uniforme, «(lie la font-lion 
l(z) soit cUc-nuUnc utiiformc et (jur i/ = r^(t) ne rru/rmin pan \ \ 
Tniiloas muinlcnunl le eus où N irci$l pas id«MUi<pieincnt nul; F o est 
alors du genre i . La fonction t vérifie IVqnation 



(4) j^-=M(<,o-i-N«ra)s/KlO. 

D*après la remarque flaitc au début du paragraphe, quand rintcgralc / est 
uniforme, M et N sont des fonctions algébriques de t. Si Ton observe que I 
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ne peut figurer nu déaomiiuitettr de M et de N» et que la même condition 
doit être remplie pour réquation transformée en ji on voit ipie M est un po- 
lynôme du second degré en I, et N une fonction de z seulement (ceci résulte 

(railleurs des conditions de M. Fiichs). IVaiilre part, si 0 désigne une racine 
de !{(/) — o, 0 doit annuler M(0, 5), quel (|ue soil r. Soil, en elTel, une 
valeur de z pour la(|uellc M(0, z) el N(c) sont holoniorplies, et considc- 
rons une inlêgrulc /( v), égale à 0 pour s = z^. Si cette intégrale est uni- 
forme, elle est holomorplic, ainsi que ses dérivées, au point ; or, quand on 

calcule f. on voit que r= a H- ^^''}^-'o\ « étant une quantité finie; 1* n« 

peut donc être (inie pour • = 5, que si /'(-») csl nulle, ce qui exige que 
la quantité M(0, z^) soit nulle; mais M(/, z^) est du second degré en /, et 
ne peut s'annuler pour les quatre valeurs de d, à moins d^ètreideniiquemcnl 
nul ; eoninie ceci a lieu quel que soit z^, M(/, s) est identiquement nui. L'é- 
quation (4) doit donc se réduire à la suivante : 

ou bien 
ou enfin 

2^ désignant Tîntégrale f N(3)ds et C une constante. Cest le résulial 

obtenu par M. l'oincaré dans le cas général où la relation V{u, u, z) = o 
(entre tt* et «)cst du genre 1 . 

Dans le cas actud, la fonction N(2) étant rationnelle, les diverses valeui-s 
de X eJi un point z sont de la forme 1^, (:) + 'imir.a -f- im'ir.b 4- ... (a et 
b étant des constante?; V Soit 'lir-u), 2 /rw les périodes de sn(z): pour (pie 
/ = sn(s -H C) soit unifonno, il faut el il suffit que tous les résidus de ÎSi 
soient égaux à mis + pta' (n et p désignant des entiers quelconcpies) : la 
fonction cn(Ç -l- C) dn(C 4- C) est alon uniforme, et par suite rintégralc 
niz ) -^[ta(C ■+■ G), cn(C -I- C)dn(î; -»- C)]. 

La discussionprécédentes appli'pie atis>ilnt .'1 ri'(jnation ( ir'. u, z, h ) = o, 
où G est un pol^aônic en U et en u (thi prcniier degré en u ) cl une fonclioa 
uniforme de u'ets, U dépendant algébriquement de uf : F(»', ( ) = o. Il 
suffit de différeniier Péqaation G o par rapport & 2, et de remplacer 
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~ par — //' j'^. . pour ramener récjualion àla forme «"= G,(u', s, V). Ou 
<»C' 

retombe sur Ut qucttion précédente. 
Les théorèmtt tat lesquels noiM nous sommes «ppuyés ont encore de 

nonibiviiscs applicalions. Maisj^abandonncccsuje! [>niir le momcnl, f^t j'ai 
ri\c à l'i'tii(K' (1rs cnnriitions (|ui expriment qu^unc fonction est conliiiuabU* 
au delà d'une ligne analytique. 

9. ConéUUan» pour qa^une /imethn soit eonthtualdi' au delà ttune 

liiS'ii' analytû/itc. — Nnns avons diMimnln^ que In coïKlition nrrossaire fl 
sutiisanlo pour qu'une foneliou uniforme F(;) soil conlinunble au delà 
d'une coupure L esl qu'il existe une funcliun /{s) dêlîjiie de l'autre côté de 
L et prenant sur L tes mimes valeurs que F(«). Quand la ligne L est ana- 
lytique, la condition prend une forme plus sînqtlo. 

On sait qu'une ligne anafyfif/ur est une ligne Icllr (|ul* sl-s deux com- 
(lonufM's r et vsni««nt fonctions nnalvttqiirs d'un pnrann' trc /; autrement «lil, 
pour tout point (•^■»,.v « ) de la courbe (^sauf [)our certains points formant une 
suite ponctuelle), x ci y se mettent sous la forme 

1rs (h'ux si^ries convergent pnnrdi s vnlcinsde {t — f„ ) suflisanuiient pi-lilcs. 
H<Miqilaçon8 / par i — i-i- Ci (les deux séries convergent encore}, cl po- 
sons 

s = j + 1> s= f (/ + l'O + < + = C (t) ; 

z est une fmiction anal) tique deT, et réciproqueinenlla valeur de égale à ta 
pour « S3 est fonction analytique de t = G,(«). A un segment Ali de 

L forn-spond un scgnientde l'axe O/, à des points 2 voisins de z„ et situés 
(I part et d'autre de L correspondent des points t voisins de de part cl 
<l autre de (.)/, et inversement. 

Soit /{S) une fonction uniforme définie du côté C de L et qui admet tcllL- 
ligne pour coupure. Si /(s) cstcontînuablo au delà de L, il existe une fonc- 
tion F(z) coïncidant a v«-c/( ; ) du cAlé G de L, et hotomorplic dans le vot»- 
nagc d'un segment AB de L. Si Ton pose 

/[C(t)l =/,(r), FtG(T)] ^- F,(T), 
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lii fonclion prolotifje, au delà de O/. truand /(i) est roiiii 

nualilc au delà de AB,/, (x) est donc conliuuiiLlo au delà de O/, et invci-se- 
metiL Pour t = r (I étant réel et voisin de /, (t) doit prendre une suite 
de valeurs /, (/) qui soient les valeurs pour 1" s o d'une fonction F, ( f -i- /' ( ), 
Ixiloiiiorphe dans le voisinage de l*our r|iril en soit ainsi, il faut et il suffît 
(pie /*,( / ) soit développahle en ««rie de Tavlor pour des valeurs de [ ^ — /, ! 
Miifrisauiinoul petites. Muus arrivons ainsi à la cunelusion Kuivank' : pour 
que /(z) toit eonfintuMe au delà de AU, // faut et il suffit que f{z) 
prenne ttar AB unie suite de vatettre /onction analytique de i. 

Ajoutons que innte fonction analytique /,(t) peut être regardée cnininr re- 
|M«''«.nt.Hti les valeurs sur AB d'une fonction analytique /( 2) ^ G, (f)), 
d<'lini«- de part cl d'aulrv de AB. 

On peut donner à la condition une forme encore plus simple, indiiiucc 
pour la première fois par M. Schwarx (* ). 

Pour qur In fonction f(z ) di'fiatedu rôt>: C il<' AB .sait continuabte OU 
f/f'/à ffc AH, i/ f'inl cl il .'<u/fi/ qw frt pavlif rri-U.- V (nu ftn partie imagi- 
naire prenne sur AU une suite de ealeurs l*t{t)^ fonction analytique 
de t. 

Supposons d*abord que V(3e,y) s*annnlo le long de AB. Posons, comme 
plus haut, s = G(/), et 

OÙ y, ilési<îne aussi nue fonrlion anatyrupie de t. l^oin <jiic /(;) soil eonti- 
luiahle au delà de AB, il faut et il suffit que la fnin lion y, (< f't)soit cou- 
liiiualilti nu delà du segment A, B, de l'axe réel Ot. Soit 

/. (T) =/.(<-!■<' 0 = P. + / 0. (*, <'). 
l*ar hypothèse, P| s^annulc sur Ot le long de A, B, ; mats la fonclion 

-P,{i,-0-î-fQi«»-0 
est une fonction analytique de t, 

Pour des points t syméli i<pies par rapport à O/, / + fî, / — les fonc- 
tions Qi(/, f ), Qt(fi O coïncident; et, d*autre part, on peut prendre /' 



(t) Monrtttlierirhte de t'jtcadémû dt Berlin, octobre 1870. 

II. — Fac. de T. 
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assez polit pour que | P| (/, /') |, | Pa(^ ~ ' ) ! soient inférieurs â tout nombre 
donné e, quand le point t décrit A|B,. Il en résulte que les deux fonction» 
/,(tX/«('c) se raccordent le long do «egment AtB^ et que prolonge 
/.(-)• 

Passons au cît? m'i V( r,y) prend sur AU le» valeurs 
une fonction atuiiylitjuf lio L 
Soit encore z—G(-). Inversement, = ibnction 

est une fonction analytique de z, drfinie de part et d'autre de AB, et dont la 
valeur le lonp do AH ept /-pal.' à P.f^); la fiiru ltun /(':: ) — 'f(-), dont la 
partie réelle s'annule s^tn Ali, est conlinuable au delà de AU; il eu est de 
même en eonséquenoe de/(;), somme de deux fonctions continuiibles. La 
proposition est donc démontrée. 

Ces deux théorèmes permettent de discuter plusieurs classes de cou- 
pures. 

iO. En premier lieu, considérons les fonctions 

c,= 9(;), 

qui représentent rf'nrir nurrnrrr ronformr tiii r<;[>!H'c S <iir If i!r'iiii-[ilati des 
5, situé au-dessus de Taxe des La condition n«k'e>;^ai^^■ et suttisante pour 
<]ue ■:^{z) soit contianaMe au delà du contour « de S, est «pic ce contour «otV 
formé de lignes aneUytigues. 

La condition est néoMSaîrc; car, si f («) est ( <Miiiiniable au delà (run seg- 
ment AP di" A", inversement z ~ z ,( : , ) est conlinuable an fl<'In df O r, ; les 
]>oinls z de AB vérifient donc Téquation ; — ' i ), où ./; est r- «1, d où Zi, 
val une fonction analy tique de x, ; AB est par suite une ligne anal vliqiie. 

La condition est suffisante; car, AD étant une couri>c anal) titpie, comme 
la partie réelle de ^(z) s^annule sur AB, f («) est oontinuablc au delà 
de AB. 

Quinid une partie seulement s de s >■<[ \iiii> litrnc analytique, ^(ï)esl 
conlinuable au delà du s' ol admet le reste de s cunuiie coupure esi»eii- 
ttelle. 

Si tout le contour s est analytique, il convient de distinguer plusieurs 
cas : 

1" Pour tout point (x^tX^) ^ 9, x sont développablvs en «crie de 
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Taylor(noiis prenons comme paramétre Parc / de 9). On dira dans ce cas 

qur.ï est formi't tV un<! ligne analytique régulière. La fonclion ^(j) esl 
continu.-iblc au delà de s el ne présente dans le voisinage de s aucun point 
singulier. 

a» Le développement de « et / est impossible pour certains pmnts 
(^•>>'»)» mais pour des points ), ^(x^,^), voisins et situés de part 

et d'autre de I< s développeinenis do ; en fonction de 2 rdatifs, 

d'une part a d'autre part à z" , coincitleiit pour des valeurs imaginaires de 
/ voisines de /«; la funcliun analy tique de /, jt; + «y s= «(/) aduicl /, comme 
point singulier; nous dirons alors que le contour* formé ePuae aade 
ligne atuUydque. La fonction ^{s) esl continuable au delà de s\ elle pré- 
sente CCS points = .r„ + comme points singuliers, mais n*ofire pas de 
coupure dans le vdisinni:»' (!*• s-. 

.5" Les conditions précédentes ne sont pas remplies pour tous les points 
singuliers La fonclion présente des coupures qui pussent par 

chacun des points exceptionnels On dira dans ce cas que a est 

formé tli' plusieurs lignes analytiques : ^(2),présente des COUpures exté- 
rieures à .ï et s'arrélîint à chaque point z' = x' -h ly'. 

Plus généra!<'mi nt, quand z, = ^( z) rf'prrsfnli' d'une manière conforme 
un espace S du plan des ; sur un espace S, du plan des j,, la fonction ^(-) 
est continuablc au delà du segment analytique AB de s^ si le segment cor- 
respondant A, 6, de », est analytique; au cas contraire, AB est coupure es- 
sentielle de 9(5). 

11. Étudions maintenant le genre des coupures indiquées par M. Her^ 
mite et que présentent les intégrales de la forme 

où F et G sont de» lonclions liolomorplies du z, (ti^z, l) rrayant que des 
pôles simples. 

Nous ferons <IanH ce but la remarque suivante : quand deux fonctions 

f(s)ci/,( z) définies du c(Ué opposé d'une ligne L prennent le long de L 
les valeurs A / 1. /,( /\ dont la différence cst^(/), la condition néri^^^air»- 
el Kuflisaiile pour quey\:) cl soient coiiliuuables au delà de Lest 
que ^(l) représente les valeurs sur L d* une fonction analytique ^(c), 
définie de part et d'autre de L. 
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La condition est nécessaire : si / cl /, sont conliniiablis, J ~ /, <^!«l une 
fonction analytique de z qui existe de part et d'autre de L et dont la valeur 
sur L est 

La conditim est sufl»ante; car, «i 1« fonction 9(2) existe, la somme 
4- f (x) prolonge /(s) au deU de L. 

Pour que l'énoncé soit vérifié, il faut ei il suffit (d'après tim- n-marquedu 
?emme II du Chapitre II) que, /(r") /,(:') fcriffc uni Jr.rrnrnirnt v<'rs 
^(l), quand z' cl z" tendent vers un point ^ de I., de part el d autre de L, 
sur un certain clieniin variant avec ^ d'une njanière continue. Par exemple, 
on peut trouver un nombre t tel, qu'en portant sur la normale à L en chaque 
point t[ les longueurs (s' = (s'a e, de part et d'autre de on ail 

!/(»') -/,(*') -?(/)!<»» 

(r^ éfnnt un nnntlirf positif aussi p«.'til inToti ). 

i^uand la W^^tn- L est analy tique, il laut et il suflit, pour que y el /, soient 
continuables, qui ^(/) soit une fonction analytique de /. 

Appliquons cette remarque aux intégrales dont nous venons de parler, ci 
tout d'abord & l'intégrale 

rellf inlt'gr.il" l'iiinl prise le lonj^ d'un certain cluMnin AI5 |^ = si / 

désigne l'arc de AB compris eiiln> t-l s); la foniliou /(l ) est di lliii'" «mi 
cliîiquc point de AU, /( ^î ) -/,( / 1. I>e part et d'autre *lr AH, .l(« >[>r<'nd 
de& valeurs dilVén-tilrs .l,(i_), Ja(;^ : quanti les points z' al situés sur la nur- 
malecnÇà AH <!<- pui t et d'autre de Ç lendent vers ce point, J,(.:') — -hi'") 
tend vers aiie/(Q. Si /(Z) est discontinue, J, et J, ne peuvent être toutes 
deux ronlinuablcs au delà di> Ali; si /(|^) est continu**, oit voit sans pi iiie 
qu<' la (lilTérencr ,1/ r' ) .1 ,f 1 liiu! vi-rs unifonnénicul le loiij; 

de ALi, sur la normale à Ait. La eoudition nécessaire et ^uflisiiule pour que 
J, et Jj soi<Mil continuables est donc <pie /{^X) n'pi ésenie les valeurs »ur Ail 
d'une fonction analytique. Quand AB est une ligne anal) U(|uc, il faut et il 
suffit que /, (/) soit fonrlion analytique tir I. Si, par exemple, (/) 
n'adtiii'l pas de dérivée d'ordre «, les deux fondions.!, et .î, m- sont pas 
continuables au delà de AU. On ramène à la prcccdenlc rinlcgriile 
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Arrivons su cas plus général 

Toutes les lignes AB, décrites par les points z qui vérifient Féquation 

(j(0, z) = t», quaiHl on tloiino à 0 dos valeurs rôt'lU's comprises cnte'e «*l 
sont des coupures de Soit ^ un de ces points, 2| — g{(i). i l saii 

5) = z) ; quand les jjoinU 2' et situés sur la normale en C à 

AB de pari e t d'au ire de 1^, tendent vers ce point, la différence i , — J, ( s') 

tend vers p^j^ = ^(0), et cela uniformément le long de AB, si ^(0) osL 

continue. I^orsquc J| et J, sont eontinuahles, o(0) représente les valeurs sur 
AH d'tinr fi>nrlioii nnalvlicjuo. Si AU est analytique, "Ç = i'fO) [x nl -'Ire 
runction ;nialyh(pie de 0; dans ce cas, o(0) doit être aussi (onction ana- 
lytique de 0; sinon, C est fonction analytique de /, 0 = /*(/), et ^(A(/^J 
doit être fonction analytique de /. 

On voit que, si F et (î sont foiiclions analytiques de <, les condilions 
sont salisfailcs; les deux forn liotis J,_el Jj sont continuaftles au di là di' AU. 

Quand (U t, z) est fonction analytiipie de /, sans que F le soit, une au 
ujoins des deux fonctions n'est pas continuable. 

La m<^me diacusirion s'applique aux coupures de» inlcgralcB doubles indi- 
quées par M. I.«R^crrG. 

12. -Nous donnerons, pour lerminer c<>u<' élude, quelques exemples des 
princiiMles singularités qu'iuie fonction peut {trvsenter dans le domaine 
d'une coupure. 

Il convient d'abord de disUllgni>r lr>s coupures fi'imrrs des coupures 
orrrrrtf^. Quaiul une couptin* /rr/ih'f . t < tu lût r. -| . 1 i c S, il n'y <i aucini 
rappoi l entre les deux fondions /( : ) el /,{ : ) rc]jréscnlc<'s par l»*s syniltoles 
à rcxlërieur ou à rinlêricur de S. 11 est facile de former, à Taidc d'inlc- 
gralcs ou de séries, une fonction F(s) égale à /(s) à Tcxtérieur de S, et 
présentant S cmunie • n ' lacunaire, ou égal dans S à une fonction quel- 
con<pi*' ç.( ; 1. I.i Ar;[\ liiiH initis /"ri peuvent admettre toutes deux h- 
coiilour .s- de S comme coiqmn' ■ ti(ie||e, ou comme coupure arlilicicllc; 
ou bien, l'une est conliuuublt.' au di-là d'un segment * sans que l'autre le 
soit. Dans le cas où 9 est coupure essentielle de f(s)y par exemple, il 
n*existct à aucun litre, une fonction qui puisse être regardée comme le pro- 



loiij,'<'ni<'iil iialiin-l <Jo : )'. car !os symboles analvliqu*"?! peuvent associer 
Ucuv fondions quelcoiujucs, el, li autre {lart, on ne saurait trouver unefuoc- 
tiod ii lK- ([lu; — ^(r,) tende vert o quand z, cl tendent vers 
un point de t de [lart et d*autre de cette ligne; autreiBcntf ^(s) serait coik- 
tinuable. 

<)it;)Ti(l '^(t \ «••^l rf>tilir>nrihli' di l.i (t.- S, la coupure * peut l'Mre ptrrc- 
ntfiit ailijïriclh-; il arrive, par exemple, que la fonction prolongée est ho- 
loniurpltc «Jan.s le plan. 

Au contraire, Boit AB une coupure ouverte de /(;}; <le part et d*autrc 
de AB./fî) prend des valeurs difl5^•Illes /,(z'),/j(z''); il est clair que les 
<Ieuv foiictiinis lie [)euveiil être associées arbitrairement. De plus, si /,( z') 
«It'liiiie <lii «•ôlé d»' AU r<\ roiififiiiabi*' au »l<'!it <!'• AlJpMr une fonclion 
^(j^, les points A cl lisoiu uocessiiireuient dos points singuliers (criti- 
ques OU extrémités de coupures; de '^{z)\ autrentenl, s tournant autour du 
|iotnt A, après avoir franclii la coupure AB de C en C', la foneiion 9(7) 
prendrait, pour des points^ voisins de AB et situés du côté C de cette li^^ne, 
les val<'«isy, ( j';, de même que la fonction S ) ; ^« r ) colneiderait donc 
avec/,(;) pour les («oints z' voisins de Ab et situés du côté C d« AU, ce 
qui est impossible, ne jjrolongeanl pas /,(-). 

Dans le cas d^une coupure ouverte AB, pcat41 arriver que la fonction 
/t(s') soit rondnunhle au ile/à AU sans f/u>* /^(s^yie toit aussi f 11 est 
facile <!<• former d'-^ i-\'^ni[ili -- di- fiiit: consi<lérniis mu rercl.' (' cfntri- 
O el de ia\oii K; foiinoris unr l'im iion Ziiz) ayant comme coci[»ure oscn- 
tielle la demi-circonférence situ' c au-dessus de el holouiorplie dans le 
reste du plan. Posons z = z,-h\'z-l~ C% le signe du radical étant choin de 
manière que | s ] soit inférieur è H. La fonction ^(s) = ^(St) est une fonc- 
tion uniforme de z^, admettant le segment AD de Ox, comme coupure; 
quaiiil tel»! \<Ts AU «lu côté des y, positif-, z I 'ikI vi-ts tin poiiil di- la 
deini-cirroiiféti iiri- inféi ieure df f 1; -li 3, ) est par suite C4iii(inuable au delà 
de AU ipiaiid z, passe du demi-pian siijiérieur au denù-plan inférieur; on 
voit de même cpie Yi z, ) n'est pas conlinnablc quand s, tend vers AB du 
câté des^ négatifs. 

f)n peut [irendre encore une fonction /(- ) définie dans un espaciî S et «|ui 
n cjit pas eonlinuable au delà dticel espace. Si AU <'st une p(»rtion de .v, sur 

laquelle ) soit continue, on considère f (d?) = j -^^"^ dzi f (x) n'est 
pas continuabic au delà de AB quand x passe de S en S' (S' désignant Tes- 



paoe extérieur à S); au coittnire, f (») est oontinuable qaand « pawe de S' 
en S, comme le montrent atiantAt les deux égaliléa 

pour« mtérieur à S, et 

pour X extérieur & S. 

Un exemple très simple de fonelioiiB continuables de* deux cdt^ d*nfle 
oonpuTc AB est oflbrt par les fonctions multiformes qu*on rend uniformes 
enjoignant leurs points critiques deux à deux. Inversement, 8t /"(j) pré- 
sente une coiipiirp AH jotii-sant àr> ret!e prfipriélê, la fonction f{z) peut- 
elle être considérée couimc une branche d une fonction multiforme n'ayant 
aux environs do AB que des points criliquc» tiislribués sur AU ? Ou se 
rend compte du contraire de la manière suivanle : soit f (s) une fonction 
ayant comme plus haut la demi-ciroonférence supérieure d'un cercle C 
comme cou|iure, celte coupuri! étanl essentielle quand z entre dans le cercle 
et artilicielle f]ii;m(I r en «ort. Si Ton pose 3 = r, -h \ :^ — (^*, la fonclion 
■h{z, ) = 9(j)cslcontinuahle des deux côtés du segiiieut AB de Ojt, ; niais, 
si -, passe du deiui-plan su]>ériour au deiui-plan inférieur el luurne ensuite 
autour de B, la fonction ^«(^i) qui prolonge ■}( 3, ) présente AB comme 
coupure essentielle quand s, revient sur cette dn)ite. 

Nous avons, dans ce ipii précède, dormé les conditions nécessaires cl suf- 
fisantes pour qu'une fonction soit continuable au rî> I:i dVinf coupure. Mais 
les couditions nécessaires peuvenl pruudi-c un gratui nonibi-e de formes : il 
suffit de reconnaître que la fonction ne présente pas dans le voisinage de la 
coupure un des caractères d^unc fonction holomorphc, pour être certain que 
In coupure est essentielle. Ainsi, tpiand la fonction admet dans le voisinage 
d'nnr' W'^wi' une iiifitiité de zéros, de pôl.-s ou de junnls essentiels forniuiit 
une suite linéaire, celle ligne est sûi cuiout une coupure essentielle de la 
fonction. CTest le cas du cercle fondamental pow les fonction* fiwhsiennes 
définies seulement dans ce cercle. 

Si/)^x) est holomorphe dans le voisinage de AB, du cAié C. de cette ligne, 
sa valeur peut ne pas tendre vers nue littiite quand z lend vers des points X, 
de AB formant une suite linéaire j/( ;) est indéterminée sur le chemin ÎJa, 
''-^ *4?ndvers des limites difTéreulcs sur deux cliemius s- dilTcrents]. 
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Voici on exemple curieux de ce fait : considéroM la fonction 

On peut toujours prendre n anei grand pour qu'à IVxléripur d'un CiTcli' 
ayant a pour coiUrc cl p pour rayon le module du rcsh? H„ d<* la st rie soii 
inférieur a i. Formons une snit«' de fondions /*,(:),..., //n(c ), .. ., les 
poinU qui corrospoudcnl à ces fonctions (Haut l<)us di:<liiicls el dislrilinés 
sur la ligne ABoà ils forment une suite ltnil^irt> (ces points sont, par exemple, 
détcrmin<''s par la loi suivante: a, est le milieu de AB, ft-t ei a» tes milieux 
tle A«, cl d<' H, l't aitisi de suite). Désij^nons par la dislance minima 
de deux |>niiils ijueicfMiqiH's pris parmi h'S v premiers . l'our 

ciKupu' valeur de v, on peut prcndic n assi-'z grand pour que 

ail un module plus petit que pour lou» les poiiiU M ou z cxlL^ieurs ù un 
cercle Q, ayant a, pour centre et de rayon Ojiv (0 est un nombre dêtermini 
plus petit que t). Posons 

V - • 

ff(s) _ V U>J(«). 

«si 

Cette série <-si uniforménKmtconvci^nlc dans Tcspacc extérieur à tous les 
cercl' s (',, si la séi-ic — convei'fïe. 

Faisons temlre M vei-s un des points ( soit c/^) de manière «pi il roi'- 
exléricur aux cercles C^,, C^^j,, , . . (ce qui est toujours possible : »i 0 = 
il BufGt que M soit compris dans Tangle droit de sommet a^^ et dont la bis- 
scclriee est nornuile à AB). Dans CCS conditions, ^(s) — K^''(s) tend ver» 
une valeur déterminée, car on peut toujours prandrc q asacs grand |)our que 

• I 

2" '^-> 
**« ' 

soit inférieur k o- et, d'autre pari, 

v-l 

est holomorplie au point n^. La fonction f{s) C8l douc ind4lei'inituie 
comme H^'(s) dans le voisinage tle a^. 
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On peut »'!r;»l<Mi\<'"' former dos fom tious qui loiidoni \i is di s \;iIi ims 
y, (/) disconlinurs «^iiiind z loud vt-rs AU sur certaines directions, par 
exemple sur la normale à AB. Soii /(O) une fonction de la variable réelle Ot 
diflcontinuc dans tout iniervaUCf mais A variation Umitcc, et telle que la 

suite de valettis ût±^^ - ^/(S—o) dig^onlinue. Si Ton cherche & dévc- 

i 

lôppcr cette fonction en série de Fourier, on obtient nne série trigonom^ 
trique 2( AjiCosnO ■+• B^sinnt), qui, pour toute valeur de 9 entre o et aie, 

est égale A /<lt.î>^/ilr: *î. La série S(A|,— B,i)fl« est nne fonction F 

de z, dont la partie réelle, <]uand s tend ven un point du cercle C de 
rayon i et de centre O, sur la normale à ce cercle, tend vm la valeur 
/(^o)^/(9— o)^ fonglion discontinue de 0. Quand s tend vers un point 

de la circonférence C sur certains chemins, F(s) est indéterminée. 
Quand une fonction F(z) prend sur une coupure AB une suite continue 

de valeurs F, (/), la coupure esl essentielle au cas où, AB étant Une ligne 
analytique, F|(^) n'admet pas de dérivée d'ordre a. Par exemple, les 

séries 

a. 

(dans lesquelles désigne n^, ou i . a . . . n, . . . ) représentent des fonctions 
liolomorphes de s dans le cercle C de rayon I , qui prennent sur la circonfé- 
rence de C une suite continue de valeurs F, (6), mais qui ne sont pas conti' 
nuabies au delà de C; car les séries 

sont (les fonctions continues de 0, n'admettant pas de dérivée, comme Ta 

démontré M. Darhoux ('). 

Les fonctions <|ui représcnlciil un espace à ronloui arl.ll^ li<[uc sur un es- 

pace dont le contour est tel que -jp; nVxisli' |>.is, luurnj>si ut un auln* 

exemple de cette singularité. De même à toute fonction V(.i-,_>'^, satisfai- 
sant à ré(pialion AV — o, «pii prend sur un contour fermé s une suite «le 
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val«*iir« non iin;tlyti<|ii<' ( ciniioMV x <''l;inl Jinalvlifin"^,), correspond onc 
foncUon diî s, V \irrsrnlr .V coiiiiiu; coiipun' <"Hs<'nli«'ll(r. 

On inîul criwiTfi rvijiHi<J«';i"<T l'intë|;rjilv F(5)— / /' '™f uriiM! |«i long 

d'uii rli'-iuiii iiiiiilv(i<|iM' Alt, In fonction /(X) A* h n'arltiu'llanl pas de 
«l/'tivri- //"""(ou •'•taril (lisroiilitm»", riiitis <iii'i» c|,iil)l<» frinl'''^ralioii ). I^a forir- 
tioii l'(z} li'rnl HÙri'iiii.'iil pan conliniiahl*' «li-s dciiv (:('it'''s <!«.* lu coiipun;. 
S<iU J,^. ) i-l Ja( s) li!M vnliHin» du l'Y; ; <lo pnrl H (Fautro de Ail, M>il d<* 
\Aun fi(f) l*( l) I- i^}(f)' Qttnnd uw! «cule dcx fonctions P(/)i QC l) csl 
niialylicpif, A H <• l i <-ss<>nti<-lli' de J, r-l <!«• .1^ ; car, si .!,(;) t'sl < <>n- 

liiiiialilc, la frMii-lioti .1^ ,1,, )l)'-fiiiic d'iiii m laiii i'ôl<'' <!<' Ali, prcml sur Alt 
({•'H vali-iu'N diiiil la pai lir- r<-i'lli' (ou iiiia^liiair<* ) est fonclion arialylii]iiiM|<' 
/, l'I n'i'^l pan (diiliiMial*li> an fh-là AH, <•<• (pu- nous avons driiionliV' l'iri* 

iiii|Kiitfiii>lt;. ritiiiiin|iii!Hi(V'li'iid<uil «ann |Mîim; à l'inh'grali- J.', / '^) 

An i'onlrairi>, lorsque lii li^^iur Alt ri'<>sl pas anal yliipn*, la ronclir»n f(z > 
<|tii priMid sur Alt la snili' d«"< vali-nrs /, (7 ► l*( /) t- fonclioii aii;i - 

l\ lifpK' di" /, n'ol pas I Diilimialilf. IMus ^rni-raliMucnl, (puiiid les di i Im es 

'/' ' " " '"^'"'l''"'^ 'I'"' .i"'srpi'ii l'oriln* Il pour la »utuiM' Ait, l<'s drri- 

M'.'fi (!»• y, ( f). *\ /( z)i'sl (onliiuialilc, doiv<-nl cvislcr jusqu'à l'ordro n cl 
mMilcnwnl jnsipi'à r(»rdrt> /i. Il suflil, pour l<^ voir, de rcuianpicr <|uc les 
|Hniil« 3 tlv In l'oiirtw Ail viVilîiMit IVqnalion /{') - J,i f), on J{ z) est mor 
IjrltiiiK* tUn» l« voiHnmjçi! di» AB. 11 fnut mhne que la partie réelle V(l) [ou 
iinii|{in4iiri* Q( I i] <I '/i(0 luitisfassc A co\U' condition. ( Iliaque fois qn'* II ' 
n'esl pas rcnqilic, la coupure Alt esl esseulielle. On Noil ainsi cpic 1 iiilé- 

jp'al»' i{s) . f -^i^' '."» où In fonction de /, /(C) - /,(/)» est anoljriiquc, 

h' HuMiiin Alt ne r«'laiil pas, prësenli" Alt coiunie conjmre essentielle. De 
ni<^nie, les rmiclious l'"( ; ) V »■ ili dont la partie réelle prenil sur AB la 
suite anal \ liqiie <li- \ rili in s \ , (/ ), ne mtnl pas conliuuahles an delà de \lt. 
l'Inliii, loi ^i|iiL' 1,1 l'.iiu iion ^( ; ) i i~|irésente (rnne niatiière eniiluinn' un 

espace > sur un espace S,, et que la dérivée -^y^^- ii'c.visle pas pour lare L 
</'• r 

di! «, cvisiaut jiour lare L, do L est coupure esjjcnlielle dt> ^( ; ). 

Ajnuloiis, pour lerniintM', que, si une fonction /(:) prend sur Alt des 
vaU'uw/.^Odontlft dtVivôeî^-^jj'^ ont continue, /(s) iMcnd «ir AB le» 
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valeurs /^(/)^) ainsi que cola sera démoniré dans la suite ^ced 8ui>- 

ixtse toutefois ^ continue sur AB^. 

I<'{. Dans l\''lu<h' |>r<'n'<'(l<>, nous :ivons a«liiiis (|iic la coiipiiro Al{ ii r- 
lail pas limilf d itiilrt's lifrn«'s siiiirtî!i(' i ''s. An ras ronlraiic, (jiiatul un poiiil 
z loiid vers un jioitil X «J»' Ali, il ivnconlre uiio iiiliiutc de coupures Aj,U,di* 
V(s). Si ces coupures sont essentielles, A6 est nécessairement couptire ph- 
acntiellc àb F(5). Sinon, il convient de distinguer les deux cas suivants : 
l(>rsi|ii'il (>\i-li' Mil nspatr S attenant à AB où la fonction F( ;) i'>l roniî- 
nualil*' au dd.i <lr i liaipn" r(Mi|ttn<' A„M„ \y:\v nm' fonriKtn !•',( r)«|ui cxislP 
au delà de Ali, m\ jm-uI «lin* «jue V con/i/infih/i' /tit dcln tic AH; si celle 
condition n^esl pas remplie, F(f) n'est pas continuable. Par exemple, soit 
/(;) une fonction uniforme définie de part et d'autre de Oor, admettant les 

points O et A de Taxe des x comme points essentiels et les (>oints cl 
a ~ comme zéros simples. La fonction uniforme P(2) = qni pré- 

sente comme coupures les droites A«Bj, joignant ^ à a -f» est conttnuabltr 

au deli de ces cou[)ures el de OA. Considérons, au contraire, une suite df 
fonctions /««/ït ■•■i/>(0> ■">/>(^) désignant une fonction dont Ox est 
coupure essentielle, f^' fonction F(7) égale Ây^(^) entre les droites^ = 

V — — — . esl eoiitinualtle au delà do Ci's droites, mais ni ésentc O.e oomnii' 

coupure essentielle. Dans ce cas, il arrivi" (tartois «pie \\z) lend vers de> 
valeurs fonction anal^liquc de quand s tend vers Ou-; ainsi, ap- 

pelons 9(2) une fonction continue sur Ox, mais dont 0,t esl coupure es- 
sentielle; on peut faire/,(r) = ^^(5), ...,/,(3) = et F(5) tend 
verso, «piand s tend vers O*. 

f î . I .es tlit'on nics pri'f éilftits ont leurs analof^ues dans l'élude de» fonC' 
lions V de deux variables qui salislonl à IVujualion AV — o. 

Quand deux foucliuns luiiformes V(j', > ), V,(./-, y ), (N'Hinies du mèn>e 

côté d'une coupure AH, coiucidenl le long de celle ligue ainsi que cl 



li.7G p, rusiwit, 

elles coindideiit dans le voisinage de la coupure. On le voii en raUon- 
nani surriniigralf j |^V( .y/-^'^ - ^ (.s)l.rj</4r, comme sur rinlcgrale 

Usuffil, pourquelc théorème soit exact, rfiril existe une loi^eut ) t 'Ile 
quVn portant sur la noriiialc à AB, en clia<|ue point M, la lonj^ienr M \ = X, 

|V<*»j^>- V,(x,>')|cl|î^i^^ inférieurs à tout 

nonil>ro «louHc- t. 

()uan(l les deux fonctions \ > L \', -.ont lirnni»"-' d*" pari ctd"autro(le AH. 
elles .s<i racconh'iit et forment une tonelion analyliiiue régulière cl»!x*,/, 
<[ui salisfail à rvquulion AV = o. Il faut pour cela et il suflii que, si Ton 
porte sur la normale en M à AB les longueurs MN = MN, «s X, de |Mirt et 

d'autre de M, |V(>-, >-) - \,(x„y,)\cl '^U;y) - j!,7 )| 

inférieurs à i { r,y étant un point de MN, .v,,y, de M\,)- Ceci résulte du 
lemme III du Chapitra II. 

Par suite, la condition nécessaire et >unisante pour que V(,i-,^-) goilcon- 
linuablc au delà de AB est que la fonction V, existe. 11 puftil encore que 

les différences [V(*,;.)- V,(.r„;.,)J «l [|^(•«^.>')-^(•*..r.)]teu- 
dent uniformément le long de AB vers des valeurs i (/), o'({)(jdé8igiuint 

Piire AM >f[tii puissent èire considérées comme les valeurs sur AB d'une 
fonction (./r;,_j.'^ régulière et satisfaisant à A\V = o. 

La condition csl également satisfaite ipian<l V elV, se raccordent sur A B, 

en même temps que j^. '^"i plus gesii ralrment, (pic \ = a -h p -jj^ 

et V, sK^ + ^^p^aet^désignantdcuxfonciionsdc/, nuiisV'ct V',dif- 

fêrant de '^^^ > '^j/j-Ce que nous venons de dire s^applique évidemment aux 

fonctions V (x,/, de trois variables, qui satisfont à Téquation AV s o. 
Dans le cas où AB est une ligne analytique, il fout et il suffit, ainsi qne 

nous l'avons démontré, «pie V(jr,y) prenne sur AH une suite de valeurs 
<'i(/)) fonction analytique de /, pour que V(jcr,^) soit continuable au delà 

de AB. Quand cette condition est réalisée, les dérivées ^« ^ sont elles* 

mêmes des fonctions analytiques régulières dans le voisinage de AP '«t ] 
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ncnl en conséquence sur AImIcs \ ali ur- f ), i "( 7), l'i^t r'éianl des foiu tinns 
afialyli([ucs de /. M<ù< cxislr-L-il Uiujuui.s um? l»>iicUoti V(./;, >' ) telle que \ 

prenne sur Ali des valeurs « ,(/), ^ dcstmlenrs i et v\l)éiant 

fonctioiiS analyd'f/ites rfc /? Oci voil sans pcim* (jiril en exisle une <'t uitf- 
seule : soil (f,^) un point de AU, ./; = z(l),y = '\'(l); si r exisle, la fone- 

lion ^ — i '"='1 fonction analytique de s détinie de part cl d'autre de 

AB, «t Ton a sur AU 

5ï = ^'(0. ^ ' (/). 

Or il existe une fonction f{z) définie de part et d'autre de AB, et prenant 
sur AB les valeurs -+- <c'(/), fonction analytique de l. Si Ton pose 

Ç f(z)ds = F(-), la partieréelle de F(j), P(3r,y), pour une valeur con- 
venable de la couslanlc d'inlé^ralion, satisfait aux coiidiliuiis ënuncécs. 
D'après les premiers théorèmes, il csl clair qull nVn saurait exister 
d^auiies. 

Plus généralement, on démontre de même qu'il existe une fonction 
\(Xfy) prenant sur AB tes valeurs et telle que ae(/) ^ ^(0^ 

prenne sur AB les valeurs : «((O* P(0> 
tions analyli(|ucs de /. 

De rfs lli<'()r'<iiii"s. ni) drduîl au suj«,'t «les coupures d<'s foiicliniis V(.r,_j') 
des reniar()uc8 idcaliqucs à celles qu'on a faites sur les coupures des fonc- 
ùona de ::. 

Les conditions aéeemaires pour qu'une fonction v^x^y) soit coniinuable 
audcli d'une coupure analytique peuvcnta^étcndreaux fonctions V(jr,y,s) 

de trois variables. Mais il n'en est pas de même «les conditions suffisantes. 

Soit S une «nrface atialvtiqne, ro»]nire d'tiiic foiirlion Vf .r. r, r ). \<iiis 
appelons /onction analy tique de «ieu\ ou trois variables une fonetion <jiii 
pour tout point (x,,/., ;,)(sauf pour d«!s points exceptionnels) estdéve- 
loppable en série de Taylor, cette série convoitant] tant que \x — x,!, 
1/ - ) „ ' : — 5, 1 restcnl inférieurs à certaines valeurs, pour des valeurs 
réelles tHi iiiiafjinaires de j;, y, 

Les fondions V(x,^', ;) sont des fonctions analytiques. Lue m/r/acv 
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o««/^7fyMC cht une suilat*' 1<'11<', <jiic" ses tuonioiirHM's x, j-, z s'exprimcitl 
en /o/tethn analytique de dciiv paramétres a el p 

?) /. ''l^iKt^ dclinicB pour des valeurs réelles et îma^nalrcs de a, ^ voisincii 
de ^, (le couple ^. définit un point de ta surface). Si V(3r»y, «)esl 

continuahln an it' l'i de S, V prend sur S ( ainsi {\w srs drrivrcs «l'onlfC 
i|ii<-lr(iii(|Uf ) (h's vaU'iirx V, ("a, ^ o/V ^ , ( a, ^) r.v/ une fonction nnaly- 
liquv ili' X, Ji; rar r<Mii|ilaroiis j-, j; m a, J( clans \ ( r, y, 2): l<*s r«»or- 
<lonnée8 -f, )■, ; soiil doliiiics en functioa do a, pour dos valeur!» iiuagi- 
riaircH du «t, p voisines de ^„ et V(x,y, s) est définie pour des valeurs 
ÏMiaf^iiiiiin-s d*' )', z vobines df / „, > „; il en résulle <pie V,(2, ^ ) esl une 
fonelioM de a, ^ dt'-linie poui' les vaK'lirs réidlcs et inia^itiaires de a, ^ voi- 
itines di- 7.,,, ^„ : e'esl donc unc fonction analytique do a, ^. 11 en est de même 

fies valeurs de -r- 1 -r- ou -j-~> • • • • 

Inversement, quand une fonction V(jr,/,^) prend sur S des valeurs 

V,(a, cl des valeurs V'(o(, V, et Vêlant fonctions analytiffues de 

s, ^, relie fonction est-elle continuabic au deli de S? Autrement dit, 

«•\isti'-(-il inie ftiiiciion V(./-, v'. z ) n'^^ilière de pari cl d'anlre de S el véri- 
liiinl snr S ces deiiN r <iiii!ilioiiv? Il n'in |ii iit i'\ idi iiiineni exister «pi «ne, et, 
si elle cxistle, les valeurs de ses ilerivecs partielles en un point x„ y^, 5, de 
S s'obtiennent en dérivant les équations 

el 

La ptetniiTe rr>ndilion donne, par fl<'-i'ivalions successi\e«, tn 4- 1 ) éipia- 
lions roul< ii.uil lun dreinenl les dérivées de V jiistpi'a IViidrc n inclusive- 

iin-iil; la denxii'-nie donne it (}i|ua lions analogue»} la Iroisièuie, * " a ' "" ' * 

tout, ^" ^ ^ *' cf|uation8 linéaires, c*esl-A-dire autant i(uc de dérivées 

d'ordre n el d*Ordrc inférieur. On piMit donc ealeider Irs \aleiii s an point 
(«(^•t X«t *«) (le CCS dérivées; si la série de Taylor formée a l'aide de ces valeurs 
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«•si coiiv»'r},'fnic, la fonclinii «l>(x-,^, ainsi dvfinic vérifie le» conditions 
éiiitin l'cs. ^Iais il n'csl |ins drinoiit! r i|n'i llc' roinr^r;^'" ivVf'ssMironionl. 

liiiiis le cas où la sui faco ik- S roiiiprcncl iino |ioi'[ion 7 de surface splié- 
ricjuc ^, sur la<|ucllo \(.r,y, ;) s'uiinulo |la fonction V(x,^', j^élaiili-cjjfu- 
licrc flana celte sphire et continue sur sa surface], \(Xyy, s) est conli- 
niiablc au dcli de X, ainn qiic le montre auMÎtùi régaliié 

où /' til a ont une si|j[ut|icaliuti connue. 

Toutes les formes de conditions néeetsaires, jmhu ({u'unc fonction /(z > 
soit continuablc au delà d*nnc coupure, s^étendenl sans peine aux fonctions 
V<' r. j-, 5) et permettent de trouver des fonctions V ayant diffi^renics es- 
pèces de coupures essentielles. 



n.8a 



SECONDE PARTIE. 

UËVELOI'FIiMfcM E.> SliRIliS DES FONCTIONS A SINGII-.VIUTES KLCONQtEà. 



CHAPITRE 1. 



I Nous allons, flans ccltf Hi>rnn<lt" l';irfi»\ rlunrhi'r à (l(''Ooni|Kisoi' en 
.soniMH's cl en [iioduil!» les loiiclions aUfi-lri-s «le coupures. Pour obtenir 
rcxpression explicite en séries des fonctions aaxqudks on se trouve ramené^ 
îl csl nêceasaÎTc de savoir développer en série une fonction holomorphedans 
une airr r|tto|( on<|uo ou à Pcxtérieur iVmw ligne quelconque. CTcstcc point 
quo non-- roii- diins le premier Chajiilre. 

Lu jinnuier niotlc do dùvcloj»[)euienl repose sur les propriêlcs de la rrjjt r- 
gentatioii am/orme. Soit une ligne quelconque s «lu plan des 2, assujettie 
k la seule condition de ne pas se conper. Il existe une fonction s, — /(s) 
ipii représente d^UDe lunnière conforinc l'espace S extérieur à s (ou l'espace 
intérieur à a, si «'si f. rin<'.' 1 >ur l'espace S, f\lérieur à un cerrlc du plan 
des 5, uyaiil l'urijjine pour centre. Autrement dit, est un<' (onction de s 
holoniorphe dans S (sauf en un point cpii est un pôle), ut telle qu'à 
cliaquc points, de C corresponde un seul point s de S, et réciproquement : 
' — fi ^'^i liolomorplie dans S,, sauf en un point qui est un pôle. La 
Ion* l'iMii /( ::) dépend d'' trois eoiistniiles ré'dies arbitraires: «m peut faiie 
correspondre à un point de S et à un |)oitil de son contour .v un point arbi- 
traire de S, cl de la circonférence c. Faisons correspondre les points ù l'in- 
iini de S et de S( ; k Texléricur de C, la fonction s = qui admet le 
|)oint » iiour pôle se développe ainsi : 

5 = X-^sf H-, ..H- As,•^a -H rî • 

1) autre part, la roncli«)n z,=/{z }. .1 l exti rri iir d'un ccrclc C' ayant 
l'origine pour centre et tompreuHUl s, est «ie I.i iortue 
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On en déduit que pssq^i et que, par suite» 

3=:A;,^-«H ■+- 

La fonction z = contient encore une conalanie réelle arbitraire; on 
peut écrire 

s — :;.| ;,(cosae + isina)]. 

a (lési^'iiitiit une constant»' nVlIc. 

Posons 5 == Â'i, ; tjuaiui z, purcourl C, z' décrit un corde coiicfiilrmiH' 
de rayon Rp, m R e»l le rayon de G et p le module de k. Dans ces condi- 

et, si l'oa chaiigv, en dernier lieu, -i- a en il vient 

3 = *|H h.,.. 

I>a lluiilo de | c — ' fst z'-n» pour z 1 x. l'^n dclinilivc, élanl doiint'- l'i's- 
|)aec S, il existe une fonction -, = telle <ju(; lîm [ :; — ;,[ soit zéro 

|inur £ infini, et (jui représente d'une manière conforme l'espace S sur Tw»- 
pacc extérieur à un cercle bien déterminé G, du plan des z,. La manière 
dont nous avons obtenu cette fonction montre qu'il n'en exbte qu'une seule 
Désipums par a 1<* centre de G, : uc>u< dirons, pour abré^j-r, cpie f{ : ) 
[ou z - ■ 9(^1 )J est fonction figuj-ative de l'espace S et que a esl l'ajjixedv 
La Ugnv s. 

Soit maintenant une foncdon u = F{s) bolomorplio dans Taire S com- 
pris le point*); posons « = ^(7,); la fonction F,(5,), lK>lomorphc h 
rcxtérieur du cercle G,, de centre a, se développe ainsi 

. A B t 

et, comme s, = /(s), on en condut que V(s) peut se mettre dans Tcspace S 
sous la forme 



Ceci s*Hp|>lii|iie à une quelconque des fonctionss, —/(s) qui représentent S 

n. - Fae. de T. B. 1 1 
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sur un cerde d'une manière conforme. Mais la fonction figurative est la seule 
qui vérifie les égalités suivantes : 

i* Soit un contour fermé entourant s : 

/ ¥{:)({:=. \. • 

En effet, l'intégrale précédente est égale à -|- f g(s,)ds,y <t, déMgnantuti 



9, 



contour fcrnii- entourant ie cercle C, , cl g{z^) le produit F|(-i^^- 
D'aprè« (i), 



•"it»!/ = "H 



D'autre part, 
Par suite, 

*.f A _«:-_ .]. 

Le seul terme dont 1 iiitégruic no !»uil pas nulle est 

donc f¥i3)ds = k. 

âTïrJ = Aa-h B, »i F(«) s'annule pour *oo. Celle inté- 

grale est égale à Hntégrale jT^T^+C-i)*'»!» K'.) = ?(5.)F.<».)2^- 

On voit, comme plus haut, que dans ce produit le seul terme dont l'inté- 
grale ne soit pas nulle est 

"V* "^ - ^ dz,, par suite, A~ ( sFis)ds = Aa + B. 

<^)iiand les égalités précédentes sont vérifiées, pour une des fonctions 
— /( z), on aperçoit niséirieuf ([in> I r, — r [ - - o pour z = x. La fonc- 

tiun liguralive jouit donc seule de ces deux propriétés. Ces remarques nous 

lieront utiles dans la suite. 
En particulier, si « ae réduit au point a, la fonction F(s) peut se mettre 

Hous la forme 
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A ol a (Hanl des constantes. Mais il faut qiip ). ~ n rl r|iio ji = j pour (|uc 
les égalités L-noncccs soiont satisfaiito». La fonction figurative devient donc 
s, — z quand s se i-éduil ù un point. 

Lorsque S est une aire & double contour, 1^1. Schoitky a montré que S 
peut se représenter d^ane manière ooafonnc sur la couronne comprise entre 
doux ( (M oles concentriques. Il s'ensuit que F(7) se développe dans l'aire S 
de k manière suivante : 

f* = - ■ 

(re»t la généralisation du théorème de Laurent. 

3. Les modes de développement que nous indiquerons maintemnl n'exi- 

pcnt la ronnaissanco d'aucune fonction particulière relative à la ligne .s. 

En [iremirr lien, i~ciil titn- îiire f]uel(-on(|ue S ne présentant pas tl atigie 
rentrant et limitée par une courbe 4-. Traçons un cercle C langent à a- au 
point M ci extérieur à S. Si a est le centre de C, s l'alfixc de M, x un point 

intérieur i S, Texprcssion - peut se développer ainsi 

Faisons parcourir au point 5 la courbe .v, a variant avec ; d'une manière 
continue, sauf aux points anguleux de < : la série A(2) converge uniformé- 
ment cl représente • D'autre part, si F(x) est une fonction holomorphe 
de » dans S, continue sur s, on a 

Par suite, 

Mais on peut toujours tracer un contour extérieur à s, intérieur à la 
eourbe 5 décrite par or, el formé de A ares de i «n Ifs tournant tous leur con- 
vexité vei^s s. A rintérieur de c« contour, d'après un théorème de M. Appell, 



U.8/| 
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I^'s a„, t„ sont des fonclioiis continues de a, par suite de l'air 

/ = M, M do «; les a,, a,, . . ., a* sont des constantes. De mémo, 



« = « 



4- 



Donc 

el 

(a) 



F(3)(3-fl)*-«rf; 



ay-' az _ y» a. 



a,)« 



-T-. . .^- 



(•I•-a^)" 



?v(J?) 



Si S est Paire extiVrieure 21 une certaine lifçne ouverte *, on rentre dans le 
cas prérédenl, en posant 

a -4- 6 r, t-T 

a5| = s -t h v(« — <»)(* — fr) 

(a et /» sont les affixcs des cxtrcniités de La fonction F,(r,) est holo- 
inorpli<> à rf'xlérieur d'un certain espace et peut se mettre sous la forme 2. 
Il Kuflil, pour av<iir !<■ di'veioppeni<>iil d*' l'Cs), d<' n*niplacer s, en fonction 
de z. 

Dans le cas où S est Taire intérieure à une courbe convexe», un raisonm-- 
menl analogue au précédent permet d'obtenir des résultats plus simples : 

Nous supposons que s n'a en chacun de ses points «pruii eontael sim|)le 
avec sa tangente. Traçons un cercle C tangent à A au point M et compre- 
nant S à son inléi ieur. Si a est le centre de C, z l'aflixe de M, x un point 

intérieur à S, rcxprcssion . j. peut se développer ainsi 



3 — .r 5 — ( ; 



Faiscnis parcourir au point ; la courbe .v, a variant avec - d'une manière 
continue, sauf aux points anguleux de s. La série A(;) converge sur s uni- 
formément et représente r—^.' D'autre part, si F( x) est liolomorpli<' dans 
S el sur s, on a 
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par suiie, 

n = « n - m 

•s> ' «s* 

^'ai(-' j (l<^'!^i^nant un polynùme en x de degré n. On vnll donc quVne fonc- 
tion F(â?), holomoiphe dans S, yieuj <e dévetopper dont cette aire en série 

polyriâmes, 

f>i\ri{^xr'nr}. — Nous avons afinii*; qti'nrT pâmait trnrcf. i^ti f)i,'i([tif poini 
de s, un ciMcie langonl à la courbe cl rompretianl x à .ton intérieur, i '^ci 
est exact si la courbe £ n'u, en chaque poiol, qu'un coulacl siuiplc avec sa 
tangente. Soit, en effet, une courbe convexe panant par l'origine cl ayant 
PII cf poinl un rontacl simple avec Oaf(Oy est dirigé vers le centre dc cour- 
bure ). Pour les valeurs de x comprises entre — ^ cl -I- ot {— ^ et + a étant 
les abscisses dvs tangentes parallèles à O^), o» a 

Traçons un cercl».' langent à (Jx, de rayon supérieur au plus grand des nom- 
bres « et 3, ainsi qu'à d (d d>'-siern'' l'urdonnëe de la tangente, parallèle à 
<>j ). Si, entre — ^ et -4- a, i'firdonnee du cercle 

est plus petite que Tordonnéc correspondante de 9 entre et et — le cercle 
comprend 9 à son intérieur. S<nt |it une valeur inférieure (ou égale) & la plus 

petite valeur de i-^fl entre -1- a cl — ^ (|a est positif) : entre « et — ^, / 

esl supêricftar ou égal A {cx*. il sufGt donc que — Y ne soit jamais néga- 
tif entre ^ ^ et -i- a. Ceci peut s'écrire 

(H — u I-' est positif, puisque li esl supérieur ù d). lilcvons au carixi; il 
vient, après réduction, 



Pïenons maintenant un point M quelconque sur la courbe x et/ sont 
fonctions d'un certain paramétre, et le long de «, {x'y —yai"") est, par 
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Iivpotlièsr, plus grand «ju'uii ( >'it;uii nombre positif, ^î^nnn^ fn M la nor- 
inak" MY vers lo ccnlre de courbure; M\ est la i!ir( ( lion perpendiculaire à 

M Y qui fait avec M Y i'angle — ^; ai adéngnc l'angle ( MX, Ox), un simple 

chaDgemenl; de variables mont re que, pour le point M, 3|fc doit être égal ou 

inférieur à rexpression y—, — ^ ■ . . — » (« variant dans Tînlervalle où le 

* {or cm» -^y «in «)" ^ 

dénominateur est positif). Cette condition est satisfaite à coup sûr si a p. est 
inférieur (ou égal) à la plus pelile valeur sur «de — r- Soient donc 



f.r''-- r''T 

I Ha t/iA7«nr("/Maaf/jmdedeux tangentes parallèles et 2 /« la courbure minima 

de il suffit de prendre K supérieur à la fois À D et à ' * pour que les 

cercles de rayon R langenls inlérieurcroenl à * renferment .v. 
Le raisonnement n'e\ig(* pas à la rigueur que s admette en elia«]ue point 

un cercle osculateur, c'est-À-dire que ^ tende ven une limite, mais seule- 
ment que, pour les valeurs de àt inférieures & un certain nombre ^, le rap- ' 
port ^ soit supérieur i une quantité finie, am, le long de 9. 

Si « présente des points anguleux, il suffit que la condition rdative à R 

soit remplie pour chaque arc distinct de s. 

Quand x-'y-'— y x" s'annule en de*; points M, de « ne formant pa< une 
suite linéaiiv, on «bVompose v en deux parties : la première a comprenant 
ces points cl dont la longueur peut être rendue aussi petite qu'on veut; la 

seconde s — 1; on raisonne sur f £iiL'^i comme sur riiitégrale analogue 

■ .-a 

prise le long de .v. On voit ainsi que cette intégrale peut se diA^ lopprr en 
série de polynômes : iîl*^,(«). Quand on fait tendre 7 vers zéro, I intégrale 
relative à 1 tend vers zéro, el les polynômes P],(/') tendent vers une limite 
P,(jr); 2P,(ar) représente F<a?). 

Si les points M, forment une suite linéaire sur 9 (par exemple, si s com- 
prend des segments de droil<'s), on a recours à la remar(|ue générale sui- 
vante : soit une aire S intérieure (ou extérieure) à une courbe fermée s; s'il 

existe, en dehors de S, un point A, tel que, en posant z, = jzr^* l'es- 
pace S se transforme on «in 1 span S, intérieur ii une courbe convexe 
sans points d^inflexions, k fonction 1*X^) peut se meure, dans S, sous la 
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forme 

A quelles conditions ce point A existe-t-il? On sait que la figure qui coiv 

respond à s dans la transformation 3,-= - | ><-iit coïncider avec la Ggurc 

inverse de * par rapporl au poiul A ( i clanl la puissance (J'iuversion). Si 
Parc BC de s tourne sa convexité vers A, Tare inverse B,C, tourne sa con- 
cavité vers A. Si BC lournc sa concaviu; vers A et si A est intérieur à tous 

les ctTclcs C osculaleurs de Tare UC, B,C( tourne sa concavité vers A. Si 
A est f xtt'rieiir A intis 1r s- roiT!»»*» (J, B, C, tourne sa conv«'\iié vers A. Quand 
un cercle C passe par A, H,C, présente une inflexion. 

Ceci posé, une discussion très simple montre que l(? point A existe aux 
(Hïndilions suivantes : S ne présente pas d*angle rentrant; de plus, si G' dé- 
ngnc les cercles osculaleurs à s en'tous les points où s tourne sa rnmrxiié 
vers S, C" les < .Tclt^s osculaleurs aux autres points, il faut qu'il y ait, eu 
dehors de S, une aire intérieure à tous les cercles C cl extérieure ù tous' 
les cercles C 

Un point quelconque de cette aire jouit de la propriété énoncée. 

Les cercles C et C se réduisent à des droites aux points d'inflexion. Si, 
en particulier, « est convexe, mais renferme des segments de droites, il faul, 
pour que A existe, que les demi-plans situés par rapporl à ces droites du 
côté opposé à la courbe * aient une partie commune (ceci a toujours lieu si 
«ne renferme que deux segments de droites). 

Quand le point A n'existe pas, on peut toujours (S étant une aire quel- 
conque sans anu'le rentrant") décomposer .v en arcs PQ a*:«ez petits pour qu'il 
existe, en dehors de S, un point a, tel que les cercles tangents à s en cliaquu 
point de PQ cl passant par a soient extérieurs à S. On peut écrire 

la fonction /t(^) = J présente la ligne PQ comme coupure. Po- 

sons 
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1,'air V(> s<' iraiihlonne en un iiii I' Annl loulos les laiifffnli's sontordj- 

nairci» t'i <'Xléi i<Mirrs à l'iiin' S'. L.i loin tion /, est il<!vclo(»j>al)lccn 

si'rii- flf |ifilvn(*mi«'s flnrc^ iiii contour convfxf <?' fnmprfnnnt l''(V<'l rrnfrr- 
niiiiil I ail»' S . lU uiai (jiiKns loiilrfois (pn' J\ <]< vii ia inliiiif aux [loinls I*' iM 

ty, mais (le rortiic iK: Lz [univ « = o; 1^ rq>n'st'nl<' donc bii'n <»ncoie 

/,< / 1. r[ II' r;ii''ifmncm<Mii i iiijiliiyi' nV'si jias on défaut, il résuJte dc là que 
^X"' ) 1"-"^ dévi'luj)|)er ainsi, dans l'aire S, 

^„ y,n -'^[..(^ : . K{^-) ..... .•:(^)]. 

a,f ot^, . . ., «A (^tont des points extérieurs à S. 

eus où S est Taire cxt^ieurc à une ligne ouverte se ramène au précû^ 

dent par la transformation défi employée 

« 

-i- /, 

a4| = s -1 ~ t-vU — "U- ^ 

léCt dévclo|tjicment« ( i), ( (4) s*ctcndcnt facilement aux fonctions de 
piuRÎeuni variables. 

'4. l'ropi ifbx dm tlt vt loppcntcnls ^2), ( J) et (4). — Les dt-vcloppc- 
ments ( 3^, ( 3), ( j) convergent uniformément et absohmient dans toute aire 
intérieure à S et iians |ioiiit commun avec Leur convergence est compa- 

ralile a celle des |irof;ressions géométriques. Les dérivées de F(x) soiil n?- 
|iiési'nlées |tar les séries ol«l' ntifs en dérivant les dilléreiils termes de ces 
dévelo|>|>i nieiits, séries qui sont de iiiètiie fnrm<* que les premières. 

ICludiuiiti, en particulier, le dévelop|)cnieiil ^^a^. Les ternies ^,(-) de ce 
dévclop}>emcnt «ont identiquement nub dans Taire 2 extérieure aux cercles 
fit,, a„ . . ., «1, qui ne renfernkc pas S. l^ir suite, la somme de la série (a) 
<'sl nulle dans el êf;ale à ) dans S. On déduit de là un moyen de 
former lies séries dftiit !i < li r inr^ sont des fonctions ralioiiiii lles, et ([iii re- 
prê!>eiileiit deux fonctions (]uclcon(|ues dans deuv uireiii diKtincles al)soiinnenl 
«fuelGonques, 

1^ dévelopiiemcnt (a) est possible dVnc infinité de manières. En eflct, 
quand la fonction fv(^) déterminée, ses coefiicienls ne le sionl pas enUi- 
remcnl; de plus, on peut ajouter aux termes de la série (a) les termes d'une 
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série de la forme qui reprcsonto zéro daiM Taire 2', extérieure wx 

(.HTcU'S 3t,, «a, a^, fl rcnft'niianl S. 

Remarquons que, dans la déinontitraUon, on peut remplacer la fonction 

_ ' par la fonction '}( - — -i* ), '•{'(•^■) ayant an jjoint x — o un pôle d'ordn- 1 , 

duiil !<• rôsitlii est rpd à rnnit»', et ses points >iti^MiliiTs A,, Aj, . . . élanl tels 
que les points x -+■ A,, x -»- A^, ... restent compris dans l'aire ^ quand .#■ 

reste compris dans l'aire X'. L'expression est alors remplacée par 

^t^(s — «n), et les coefficients aoni indépendants de la forme de ^. On 

peut prendre, par exemple, pour4'('S) ta fonction Z(2). On déduit de là, 
pour un contour quelcon«pie, des remarques analogues à celles qu'a indi- 
quées M. Appcll dans le cas d'un rontour d'arcs de cercle» (')• 
Si nous considérons les premiers termes de 

On voit que, dans le cas où S esl l'espace extérieur i un contour «, 

c'estr&-dire (]uc cette somme est égale au résidu de la coupure 9. 
Quand S est l'aire intérieure à «, rappelonsHious que 

' _ «i ^ ^ '« «t 
« — a c — «1 « — ot» (iB — «1)* 

et que 

a,-h b,-h. . .-h t,=sO 

identiquement. D'autre part, 
donc 



( I ) Mathematuche .4naabM, t. XXI. 

II. - Fae. (ter B. i a 
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Ajoutons UD mot «u sujet des développemenls (3) et (4)> Sott d'ahord la 

série {S) 

¥{.1)^2 P„{jr) = In: ^- .|. . . . + a:'..-. 

CoiUlue les dérivées successives de F( x) soiil représentées par les séries que 
forment les dérivées des ternies, on en conclut que la série 

"»-*-"*-'-• ■• -t- "î 
convergic et est égale à F(o). Plus généralement, 

I^"s coefficiViif?! i\t' ( '\) 110 sont pa-; (lrtf*rm!n'''s : on pr>tit se donner arhitrni- 
rcmeal les // |>r«-niit rs in lacs du developpenieiil ^ si grand c|ue soil n }; on 
peut aussi exiger partir du /j'*»* terme les polvnAmes ne renferment 
pas de terme de degré inférieur à />, et que, pour v l\ soit égal à A'x*; 

k ootncide alors avec - ' • 

I . 3 ... V 

Le développement (2) ne convcr^'c pa;*, en généreUf en dehors de S, car 
les séries que noua avons inléjjfrées your rohlenirdiverpMil en dehors de S. 
Mais posotis n - '( "), ^i -) «'tant holoniorplie et sa «léiivée ne s'antmIaTil 
pas dtiiis S. \ l'air ■ S eonvs|»ond une aire S' «pie nous supposons convexe; 
; — j-V" > dans S (']'( « ) est huluiuorphej; un voit donc que l'X^) — l'i(") 
est hoiomorplie dans S', et, par suite, 

Si à une valfui de ii coi i r.Npondent, dans le plan des r, d'aulres valeurs 
Zf, . . la .série ( >) converge aussi dans les aires S,, Sj, . . . déeriles par 
5,, .... Cette {«marque s'applique aussi bien aux dévelq>pcment8 (a) et (3). 
Quand Taire S est extérieure k un contour s, 

• s t 

dans le eus le plus jj;éiiéral. On voit que 

n — m 
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al désignant le coefficient de - 1 —- dans P*, etc. On peut, danBcedévelo|i- 
liemeni. f«ire en sorte qu^à partir de v ^ n les ne renfcmienl pins de 
termes de degré inférieur A n en . ' — • et que, pour v <^ les P' se ré- 

(luisent ù — Faisons, en particulier, v — 3; dans ce cas, 



Quand s i^c réduit à une ligne ouverlo dotil a cl h sont i>\lr«-iiiitéSf on 
sait que les développcinenis (a), (3)» (4) subsistent à condition d'y rem^ 

placer x par s ^ + h- V( jp — — ^Jij • signe du radical 

étant choisi de sorte que «, devienne infinie avec », Um | a?, — « | = o pour 

X — X. Si l'on se reporte aux égalités ètabUcs dans le n* I, on voit que les 

égalités ( i' ) <>t ( Y) sont encore vraies dans ce cas. 

Telles sont les principales remarques relatives à ces développements. Il 
est facile d'appliquer, par exemple, le dcveloppcmcnl (3) à une aire con- 
vexe, formée d*arcs de cercles, dbpoiés d'ailleurs d*unc façon quelconque. 
Quand F(x) est une constante, les coefficients se calculent aisément, et l'on 
obtient ainsi la somme de séries assez complexes. Mais je n^ittsiste pas davan- 
tage sur ce point pour le moment. 



4. Nous ayons, dans les raisonnements employés, supposé que V{ z ) <'>tait 
hotomorphe dansSet continue sur «; quand cette condition n'est pas rem- 
plie (sauf dans certains cas particuliers indiqués dans la première Partie, au 

lemme II du Chapitre II), Fintégrale jf n*a plus de sens ou ne repré- 
sente pas F(x), et la démonslraiion donnée tombe en début. 

Prenons, par exemple, le cas d'un contour convexe s. Soit x un point 
de S; entourons ce point d'un contour fermé 9 intérieur à 4 et convexe : 
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on peut écrire 1& encore 

{aélttit uik; fonction coiilimic do z), t'I la st-rir; ) rniivor<;i^ dans t ; 

quand le contour a leud vei"s s, l'iiil<'*j,M nlf ^ '"«l constanniiont rgalc 

à j ) : mais rii^n ne prouve que les termes du second membre tendent 
resjx'Cliveiiifiil vers une liiuile. 

Supposons qu'il exûte une fonction de ^, P + iQ, holomorplic dans la 
partie de S voisine de continue sur a, et telle que, si l'on pose 

lo poinl n, quand z parcourl jsoil sur la normale en ; à .1. ( lotiM'démns 
dans S Tcnscmblu des courbes 7 voisines de .v, el normales en cIku iui de 
leurs points ; à la droite joignant ce point z au point a défini par régalitc 
précédente. Nous admettons encore que ces courbes sont fermées, sans 
points communs, et que chacune d'elles est comprise k rintcricur des cer- 
clea qui passent par un de ses points z el ont n pour r<'nlre. 

Choisissons une conrl»' a assez voisine (!•■ v pour (|Me 1' -1- /( ) soil holo- 
morplic entre « el ?; ou peut éerire, pour luul poinl -i' iulérieur ù 7, 

Si Ton (lési<;ne par t' une seronde eourbe 9, comprise entre S et la pre- 
mière, pour tout point x intérieur à 

mais 

< ^ar la fonction placée sous le signe / est holomorphc entre 9 et 9", 11 en 

résulte que la série !2l*,('j-) <-oineide avec la série i;P;,( .r); elle COnver|{e 
donc à l'inlériiMir du eonlour 7' et, par suite, dans l'aire S. 

Tout revient, par suite, à trouver une fonction P -+- iQ jouissant des 
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propriétés admises. Noos allons démontrer qu*il existe une telle fonction 
pour toute courbe convexe rCayeuU qu'un eoniaci simple avec toute» s«g 

tangenteSf si, en chaque point t de cette eourlre, tes dériffées , ^ 

(/ étani Vea-e de courbe") existe^ et sont continues. 

Prenons comme paramètre arbitraire Tangle 0 que fait avec la direction 
ùxp Ox la droite OM qui joint Torigine intérieure à à un point M 

de s. Le long de «, ^ sont continues, et Texprcssion ' reste 

(or»-)-/')* 

supérieure i un certain minimum positif. 
Par hypotiicse, la droite (2 — a) est normale A «, quand z parcourt s. Il 

faut trouver une fonction P-h(Qi telle que p tende vers -p- quand z tend 

vers M, tellCf par suite, que, le long de s^ 

Pdjc Qrfv=o, 

Posons 

pi y» — ■ " pi -t- Q« — 

il vient 

Si ta fonction P,h- t'Q, existe et que U + V» désigne son intégrale, IJ 
prend sur s une valeur constante. 

<^eci \<mc, la démonstration est facile dans le cas où s est une ligne ana^ 
lytique régulière. 

Casoà s est une ligne analytique régulière. — Soit s, s ^(s) une des 

fondions qnt n^pn'scntcnl, d'une manière conforme, l'espace S sur un 
cercle (le centre (). l'osons l' -f- Vf'= J. :^(z] : l' pif>ii<l mii* v.ilenr ronsUmle 
11, le long de s. Mous avons tlcmonlré, dans la première Partie, <jue la fonc- 
tion U i\ est oontinuable au delà de S, et holomorphe dans le voisinage 
de «, de part et d^autre. Il en est de même de ses dérivées successives. Soit 

Pi = Q, «s — le long de «, P,d!r ^ Qtdy = o; P, et Q, ne 8*an- 

nulent pas à la fois sur #, sinon la courbe s, U = R. , présenterait un 
point singulier. 
Si Ton pose 



lu Jonclion 1' + est holoniorplic cl ditrérente de zéro aux environs de .v, 
H prend but « des valeurs telles que Px^-i- Qy = o. 

('elle fonction est holomorphe dans tout Tespace S, car P -h t'Q = ~ljy^> 

et 'f'{z) ne s'annulo pas Jua^ S; 1* /Q s'annule pour la vali'iir qui an- 
nule f valeur <]u'on peui toujours supposer être o. Dans le voisinage de 

« = o, P + iQ est de la forme ^(i + s A)» car le résidu de relatif 
au pôle s = o, est égal 6 -f- 1. 

Considérons alors les coiii lu s C normales, on cliaciiii de leurs points 4f A 
la droito z — a, l>ll<'s %<' i ilioiil l'équation difTércnliellc Vdu -+- ity — o, f|iii 
a |)our intéj^rale générale I = H. l'our des valeurs «le H-<R, , ces ctjurbes sont 
fermées, sans points communs, intérieures ;V s et tendent vers s quand K 
tend vers R,; elles entourent le point ; = o pour lequel f («) s^annule. Je 
dis, de plus, que CCS courbes sont convexes et n'ont (pi'un contact simple 
avec leurs tangentes. En cllet, soit û l'angk que fait avec Ox la normale 

en M à Tune des courbes C. 11 sullil de prouver que ^ garde un signe con- 
stant et ne s^annule pas quand M parcourt la courbe C. Par hypothèse, 
sur«, ^ est toujours positif; désignons par x =/(0, R), y = /,((i, R), 

les coordonnées d*un point de C (G correspondant à la valeur R), / et /, 
sont des fonctions continues de 4 et de R : 



On sait que 



^ -- — p et, d'autre part, — un;9. 



On déduit de là que 

y. étant une fonction de 0 et H (ou de ./ < i > ) écrale à ^"r ^ ^ '-'^^ 

une fonction roniimir qui ne s'annule pas dans S, et qui, par suite, garde 
un signe constant j en ullet, 
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^(jBy) est la partie récUc da produit (P + iQ)^(holomorphc dans S, 

puiK[ue P -I- (Q s'annule pour s = o); c'est donc une fonction qui satisfait 

h IVqualion A[i = o, réj^nilièrc dans S, et prenant sur s iiiic suilc continue 
«le valeurs dont le sif^nc es! ronstanl; aulrenicnt, + Q^' s'anniili^rail 
»ur el uite langeulc a lu courbe s passerait par I ori^^lne O, ce qui est im- 
possible. Comme la fonction X est égale à i pour ; o, elle est toujours 
positive. On voit ainsi que 



mais 



par suite 



— o 

& = trctsng -yr = sra tiiif p ' 



cl 



/M» dP 

àiî àLl €l , _ .^^ dj-~*^' 'di 
dx èy d» ^ ' P <U 

■35"" P*-+-Qj' ■ 

l'j. est une fonction qui satisfait à réquation AP^. = o, et pi*end sur * des va- 
leurs ï , toutes positives, (.'oninie elle est réfrulière dans S, elle est con- 

Alaïuincnt jm^ilivu dans cet espace; ^ est donc toujours plus grand que u 
sur une courbe C. 

En dernier lieu» les cercles décrits de a comme centres vi [ a-smi par s, 
comprennent-ils à leur intérieur la couriie C qui passe par oc point »? Soit 

C, une des courbes C; traçons un cercle qui lui soit tan<;cnl et dont le 
centre soit du côté du centre de courbure de C,. ("e cercle entoure C, si son 

rayon r est supérieur à la fois k dcik — — • <l étant la distance maxima 

de deux tangentes parallèles de C,, et im le minimum sur la courbe dcl'ex- 

pression - — , > c*esl4-dire de la courbure de C, (ou une quaniilé in- 

férieure & ce minimum). D'autre part, d'après ce qui précède, 




Soil LJ la plus pclilc valeur de sur *; <lahs 1 aire S, P (x) est au moins 
ëgule a U; suil b le maximum de v P' + <^' sur s, et D la distance maxima 
de deux tangentes parallèles de la courbe «. 

Il suCBt que r soit supérieur i la fols à D et i Celte dernî6rc 

quantité garde la même valeur quand on multiplie P -+■ iQ par une con- 

Staule k. 

Ce point établi, on peut ("iijfnn s f -^iuis que rien soil modifié dans les rai- 
sonnements précédents ) multiplier la lonction P -i- iQ par un nombre irel 
1-1 positif A. assez grand pour (|ue ( ix désignant le module minimum de 

I' + /(> entre < ,, el .1), aA s«iil suiu rn ur a IJ cl a —7-= „- • im lonction 

< ' ,i f' Il 

-T- îQ) remplit dés lors loules les conditions exigées : 1( < ( «nirbes C, 

comprises entre C, et v, sont mtéHeures aux cercles qui passent pur un point s 

de CCS courbes et qui ont a pour centre; car le point assg^kP — ikQ 

est stii- la normale en : à la courbe C, et à une distance de i supérieure & 

du côlv du centre de courbure se„y,y puisque 

A étant positif. Il est mime aisé de voir que Ton peut prendre A assez 
erand pour que cette condition soit remplie pour toutes les courbes C (si 
voisines qu'elles soient du l'origine). 

On pouvait «hoisir au lieu de f(z) une fonction P(;;) (dont la partie 
réelle fût constante sur «), et présentant dans S des singularités quel- 
conques. Le raisonnement précédent s^applique aussi bien. 

Cm où la courbe a eH quelconque, ~- Lm^sque la courbe convexe s vé- 
riûe seulement les conditions énoncées, la démonstration est plus délicate. 

Nous prouverons, en premier lieu, qu'il existe une fonction P + /Q, holo- 
morphe dans s, et prenant sur s une suite continue de valeurs telles que 

Son, en efTet, 

Û = arc lang p ^= arc lang --y- —B(9) sur < j • 

F(0) croU de an en mime temps que 9. Posons 

ÎI_G(5) sur*. 



I 
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On sail (pi'il r\i-l>- uur fririrtinn 1.*'. rr>^'iilir'rc flans S, satisfiiisniil ;i IV(|na- 
lion Aii'= u, el prenant siir.v la mhU' coiiliiiuu de valcuni Cï0). Désignons 
par R h fonction conjuguée âo £}', 

Il «iillit d'ctnblir que R prend sur s une suite continue de valeurs. 
Soit r, ^ j,', -ri-iy, une des fonotions do z qui n |>r«^scnteni d^utte manièiv 

cnnfiii me ri s|»ii<e S sur un ci'icl"' (], ayant rfuif^im; pour centre el fie 
ravtiu i; ll( y) devient une fonction H,(.r,,^',) qnand nn remplace .r el 
y cil fonction de x,,/,; R,(j;,,_j',) csl régulière dans C cl satisiait à l'éqiia^ 
lion AR, = o. 

A chaque point « de « correspond un p(»ini z, de la circonférence C, rt 

iveipprupir nient; 0 esl une fonction conlinue de ^ cpii croit conslaninient 
avec ^ i l anj^inenle de 2- en inènie temps (|uc o (ç< désifrne l'angle (pie fait 
avec ()./•, la droite ijui Joint O à ;,); est une fonclion conlinue de 

^, î-). A une constante réelle près, R, ('•,.>,) «si donnée par riniégralv 



•"G,(«-T- |) — 1;,(?) . , 



i + — aooostj» 

(a et f sont les coordonnées polaires d*un point s,). Remarquons que 
G(9 -h 49) - G(9) =r A 9f G'(fl) 4- 1], 

c tend vers u avec AO, cl, ijuand G'((i ^ esi continue entre o et 21: (ce qui est 
Thypothèse), on petit trouver un nombre A, assex petit pour que, |A0| étant 
inférieur A A,, |e| soit inférieur à un noinhro r,, qu'on peut prendre aussi 

petit (|u'on veut, et cela pour fonte ^ ileur de 0 entre o el ït:. 

11 s'ensuit qu'où pcul U'ouvcr a ntuscz petit, pour que, | ^ | éluiit plus pclil 
que c, 

C, H- ijr) _ G,(9) = t&(9 + - « (ip)l (0'( 5) + e J. 

I c I étant inférieur à v|, quelle que soit la valeur de ^ entre o el ai:. |Dani» 
( i ( 0 ), 0 représente la valeur de 0 correspondant à J 
On aura donc 

II. -/-oc. tfar. I{.t3 



On peut trouver un nombre a, anez voinn de l'unité pour que, a étant 

comprit! rnlre i clo,^ on ail 

|K(a,y)-K(i.?)l<5. 

quel «Jiio soil p. 

(lonsidcroiis â(a, 5 ) : 

v„a I + a* — 9«cosi|» ^ ^ J_» • + «* — aacosi}. ^ 
= G'(«)J,(<r,f)-^J,(ff,f). 

Adnictton5, pour un insUnl, qu il existe un nombre a\ assez voisin <le i 
pour que, a' et a:* étant compris entre à, cl i , on ait, quel que soil ^, 

H'Mn;ir(pions que !;i dilTêrcnee 0( 5 -)- i' ) '^(?) I*' sÏK"'' de 1; |>.ir smïïm. 
dans l'intégrale J,, tous les éléments sont positifs; Jj s'obtient en niulti- 
pliaul tous ces élémenls par une quantité e de module inférieur à r^; par 
«uitf, 

Ji — 0eJ„ 

[a I étant inférieur à t), et la différence 

(|a | et la"! sont inférieurs a y]). Soienl M If moduif maximum di- ^l'O), 
quand 0 varie de o à aw; m la valeur niaxima de J,(«, Si « et a sont 
compris entre 1 et a',, on a 

I J(>/'. ^) - J(rt', ?) t < r,( M -r i/n). 

M est indépendant di c. //; déeroU avec &, par suite, avec 1]. On peut donc 
choisir 1] assez petit pour que 

+ m) soit inférieur à ^* 

Eu détiniti\e, il existe un ii<>iui)re A assez voisin de i pour que, a et a" 
étant compris entre 1 et A, on ait 

I «,(«', 9) -H,(«'.9)|<<7, 

quel que soit 9 (9 étant an nombre donné, aussi petit qu'on veut). 
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Mais ceci suppose Tcxisteiice du nombre a\. Tout revient donc à démon' 
Irer que l'expression 

»T' j^^ I + a' — a«co»(j< ^ ^ 

Icnd unifornicmcnl vers une limilc le long de c, quand a leud vers i. 

Pour cela, considérons encore ta fonction z, de dont nous venons du 
faire usage, cl soit la fonction inverse. Prenons un point M sur«, 

cl désignons par u -+- iv une fonction de ; lioloinorplic dans le plan; «(a*,^*) 
prend sur « une suite continue de valeurs ^(ô)t 

tilt ()u , àit , 

xi et y% sont des fonctions continues de * qui ne s^annulent à la fois pour 
aucun point de et Ton peut toujours choisir u de telle aorte que ^ m' 
soit pas nul au point M. Par suite, dans un certain intervalle a\ib de s, 
le module de ^ (ou de ^ supérieur à un nombre (a. Si Ton rem- 
place s en fonction de z,, u-v-iv devient une fonction u, -+• iV, de holo- 
nior[)lic dans le cercle G, et^(O) une fonction continue de g,{'^)- 

Ceci posé, on voit, comme plus linul, quUl existe ttU nombre assez 
pelil pour que, élanl inférieur à o,, 

^1(9 -»-*)- = («(? -*-*)- 6(9)1 + «]. 

[ c I étant inférieur k i), qud que soîi 9. [Dans ^'(6), 0 désigne la valeur de 0 

qui correspond i 9.] Si 0, <'^i iuT rieur à 0, on remplace S par dans le 

premier raisonnement, (pii subsiste a fortiori. Sitioii. nn i:nrd<^ t, comme in- 
tervalle. Dans tous les cas ( 6 i-eprésenlant la inênie valeur que dans la pre- 
mière partie de la dênionslraliou), un a 

— *(«f »)-'-/(«f 9). 

Mais on peut trouver un nomln'e a, as-^ez voisin de 1 pour que, a élanl 
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r<iiii|)iis oiitiv a, ol I, on ait 

i 9) - <•,(!. r) I < *î- 

Do m<>mc, il cxislc iin nombre //, (Hi<>, a «Hanl C()iii[(i is ciiln' h, cl i, 
on ait 

|A(ff,9)-A(i,9)| <n. 

Il en rcsullc qu'on pciil Irouvpr un nombre A assez voisin do i pour ijuc, 
fi' f't a" étant compris cnlrc A cl 1 , on ail 

lyc'. ?)->(«', 9)1 <4'.. 
Mais on vr>it, coninic plus haut, «pie 

( I Jl' I cl 1 3' I «*tanl infi'riiMirs ù y^). 

Ne faisons varier f qu'entre les limites 0, et 5, qui corresjiondent aux 
e\lrémit<'s de rarcfl,M,/*, (corrélatif de aM^;). Dans cet intervalle, 'i,''(0)| 
est supi'i ieur à u.. L'égalité (pii pn-i ède montre d'abord (pie .1 , (Vi, 0) ne 
croit pas au delà <le toute limite «|uand a lend vers 1. Sinon, a' n-stanl iixe, 
a° tendant vers 1, le second mend)re croitniit indéfînimenl. Soit donc vune 
limite supérieure des valeurs de J,(</, ^) cpiand a prend loutes les valeurs 
de A ù I varianl entre ^, cl ^,): |J(a',^) — J(a",^)| est inférieur a 
rj(.i -t-^>) ^ ^jjjç ^^jj ^ çn^j-c cl 9,. Comme ix esl indépendant de 0, et 
«pie i" tend vers o avec 5, et par suite avec y), on [kmjI choisir y, assez petit 
pour tpie ' soit inférieur à 1. \j: raisonnement pouvant se répéter 

pour un arc aMA (pielconque, il existe un nombre a\ assez voisin de 1 pour 
que, a' et a" étant compris cnlre 1 cl a\, on ail, quel que soit 5 entre o 

• •t -2-, 

|Ji(«',?)-J.(«'.v)l<^.- 

lùi ('oiisé4|uence, la fonction l{,(a, i ) tend vers une limite K,< 1 . ^) quaiul 
n lend ver» 1 , el cela uniformément le long de c. D'après le lemine I du 
Chapitre II (de la première Partie), U,(i, ^) est fonction continue de o; la 
fonction |{(x,_>'), et j)ar suite V -h iQ, prend donc sur suncsuilc continue 
de raifurs vèrljianl la condition 
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De [tlus, r cl Q no s'annulent pas à la foi<: mv s; sinon U(./',_>'), cjjale à 
— L V -h -f- Lp, tlcviendrail inliuic en un point du conlour «. 
Posons 

I.c long de s, P, /'Q, esl continue, et V ,(Ix — C),(fy = De plus, 
+ / Q élant bolomorplie dans S cl ne s'annulant que pour s s o, 

P,+fO,= î^-HH(*ï 
|[U(2) est holomorphe dans S]. Considérons rinlégrale 

elle est indêpCAdanie du chemin suivi entre {xt^y^) et pourvu que 

deux chemins différents ne comprenntmt pas Toriginc. 131e est de la forme 

'';^') étant régulière dans«]. Diaprés le lemme III du Qiapitre II, si 
et (d?,/) sont deux points de«, et fun chemin qui les joint îk Pinté- 

P, «far — Q , ^/>' prises, l'une bot le chemin 

• ■>..>. 

/, 1 autre sur .v, sonl égales. Comme on a 1*, ilx — ily — i> >\\v v, I |n Mirl 
sur .V une valeur conslanle. L'inléj;rale j P, </.<• — (^), //r o->t don. iiullf, ei 

romme, d'anlro part , elle est ëjjalo à — a-^, on voit que — u. Multiplions 
enlin P + / (j par a, LI(x-,j') est divisée par a, et prend la fonne 

surs, U(./, )■) est constante et éf^ale à R,. Comparons celle fonction au 
logarithme népérien de \ ^(-.') \ étant une des fonctions ipii lepni- 

iienlent il'une maiiii conforme Tcs^jacc S sur un cercle de cenU"e O et de 
rayon e*', et «jui de plus «^annulent à Torigine. La diRiirenee 

est nn<' fonetion \ \(.r, v\. réirtilière f!aii« S. satisfaisant à AU| = u, cls^an* 
nulant sur s\ elle est donc idenlifjucujent nulle. 



B.IOa p. PAlHLEVi. 

Cr point éUibli, on voit, comme ditns le eus où « C8l analytique, f|ue les 
coiirlu's C ou I = R (R étant inférieur à R,) sont des courbes fermées, 
sans j»r)int« rommuiis, entourant rorij,'iiie, et normales en chacun de leurs 
points z il la droite z — a {z — a — P + )', ces courbes tendent vers s 
quand R tend vers R,. 

Il faut prouver de plus qu'elles sont catutexea et n^orU qu^un contact 
*impteaiwe leurs langcnics. Ou <]émontre, ainsi (juc dans le premier cas, 
que, pour une courbe C[a: = /(O, H),^ ss /«(^t R)]i 

= arc lang ^ =: arctanp - ^, , et a( l\ , 0 ) ,,^'^ ^|^\ ] • Pt Q» >« wnt 
des fonctions de .r et y (ou de 0 et A) continues dans S et sur s\ /. 
est plus jrj. 111(1 «ju«' zér«) dans l'aire S cl sur*; éjjalemenl positif 

en tout point Uc s. Il «uffii de prouver que Texpresaîon ^— Q ^ ^1^) 
tend ver» ^ .- ^ . quand (x^y) tend vers un point (Ç, ïj) de s, l » ^i(0,) 

et 0, t'iaiii les valeurs de '-''^^ ).etOau poii»l^$,rj_)j» le raisuiuiciuent s acliè- 

vera dés lors comme précédemnieul. 
Envisageons donc Tcxprciision 

Posons 

et cbercboMs directement s il existe une fonction p -h iq de z telle (jue 

qP pQ tende vers la valeur quand (x^y) tend vers le point de ê qui 

correspond à la valeur 0. Par Ii) |)otliêse, F'(0) est continue et admet la pé- 
riode 2ic; on sait qu^il en est de même de X, (0). Il existe donc une fonction 

< * 1 y) f|"' pr^^nd sur s la suite de valeurs régulière dans S et satis- 
faisant à l'éipiation AW = o; considérons la fonction de 2, «* -4- i W, etsoii 
P't-iq= la fonction p 4* iq répond à la condition énoiicée. Cette 
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fonction est hoiomorphe dans S, sauf an [toiiit ^ = o, qui esl un pôle du pre- 
mier ordre} 

p iq = _1. k{z) 

étant h(»lonior|>lic dans S), a + /'^ est la valeur de «o-hlW pour 

: o. et contient une conslanto rt'ell<» .ir!)ilr;iir(* fw = w, -hC), que l'on 
dctermine par la condition que w soit nul pour - ^ o. Aioi^ 

Soit 

D'après le lemme III du ChapUre II, û (^Bty*) et (x,y) «oni deux points 
de 4, 

rintcgralc étant prise le long de t. 
Mais, le long de s, 

donc 

u(a-,j)_F(0)-+-C. 

D'autre part, (u(^,r,^'^ est tic la forme jiO 4- A, (.r,^' ), la fonction A, élanl 
régulière dans S. Quand 0 varie de 2;:, l'XO) augmente de 21:, par suilL- 
^ ^ I . Ceci posé, faisons C s= o, et comparons les deux fonctions et Ù de 
x.y. La différence Dix, y) = o}(jc,y) — Ù(j-,y) est uniforme el régulîire 
dans S où elle satisfait à l'équation AD - o; <'lle s'annule sur le contour *, 

Elle est donc identiquement nulle. L'expression relative m 

une courbe C tend bien vers F'(^) qua"d C tend vn s v. 
L'existence de la fonction P + < Q est donc établie vu toute rigueur pour 

toute courbe s pour laquelle ^ est continue^ et qui n*a en chaque point 

quW contact simple avec sa tangente ('). 



(>)tt risttlte de et qui précède que, pour lotile courbe * vérilwM les conditions pidcé- 
dénies, l« foKtioa «|sif(,t> qui leprétenle â sur C admei nn« dérivée <('(*) qui prend «ar 



H.ro'i p. l'AiMivf.. 

( ''/\ nii In rourhr s prrsrntc tirs poinix sin^'i/licr.t. — Si la POiirlx- .v |irt'- 
sfiili; (les jioiiils A, où lis (Iriivt't's proiiiit-rcs on sccondos (1<» x cl y sont 
discontinues ( suas iluveiiir iiilinics ou iiitléleriiiinccs), par exemple si s pr«î- 
iicntc des points anguleux, le développement en série de polynômes est 



$ une suite continue de valeurs t^'is') et jouit, par tuite, (les propriété» énoBcéet an 

iemme III iln r'JiHpilrc- Il : quand z tend vers un point <li* s. il l'inti'rirur de * ou sur s, 

,. - 1 - ' -I I , if' : . 

5 ( ; i — hiii ' , ; iiiianil *.'m«Ii' cl r«l ciiiilinuo, ■i i c * i-m«ic au5M *ur j. On 

déduit "If lù |du^icur<- i <iiis( i[iii-iiccs ; tout d'iiburd, >oil un sojjnienl de cuuibc AU qui juuit 

(le la |iro|>riété énoncéi- (j^^jj c«t coatinne^; si nne fonction /t s) prend sur AB det valeun 

/i< /; adaicitant une éit'wic voXkXiwt-J^ , f (i ) prend sur \U les valeur* A l'aide 

de 1,1 rc|irr><'iiliili<jti ronfornic, on raniiiic rc CM gjsénl au <!>■• où Ail i'«t un ccnlc «If 
lauKi I, il,in» icquel/i^; est huiumorplic. Soit/C*) s U -t-iV,/|(ip ] = m( ) + si 

^ csisu lur «, on doit avoir 

àV . àV , 
dV . dV 

^ «Df — 2^ eotf = — p'Cf ). 

Il esiile nne fonction Ui(x,^) régulière dans G, satisfaiaant à àU|B o et prenant sur G les 
valenn — H'(f ). Pmob» 

— U, l'iatit la fonction conjngv^e de U|, dont on détermine la constante, en sorte qne 
Ut-*- >l-i s'annuli- |tnur z — t», ce qui e»t possible, car Ut(J*,,)') — o pour ; = o, puisque 

y* u'{^)dj =■ o. l'our une valeur convenable de la constante, ^ V dx — (^djr prend 
les valeurs et par sait» coïncide nvac U; ainsi Ps Q = — et l'on a 

dU _ . di; _ u, t iV,, 

U| étant continne sur «. De m&ne, en raisonnant snr \{st,y) comme sur U, oa volt que 

.)v . .A' _ ^' _ • _ tV) 

\°, étant continne snr e. Donc ^ — t ^ ou/'(a) est continne sur c. Le théorème est dé- 
montre. 

Ajoutons que si une Ibiietina et sa dérivée ^ «u 'j^ pi i-nnent snr AB des va- 



sur c 
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encore possible, pourvu qu'à rliaqu*' point corresponde wt chemin m Ai 

dans S, le long duquel ^—cblcnde vers une limite (a: désignant un point 

«le S ). Nous verrons en eflel plus loin (pie la fonclion F(.r) peut se <l«''coui- 
prtviT iilors en une somme «le fondions. ImlnTuorplies respfrli\f'Tiirnt à Tex- 

terieur de lij^acs A,A,, AjA,, La première se développera en séries 

de polynômes à rinlérieur d*une courbe convexe ordinaire A«AaM A, en- 
launini 5, et ainsi des autres. 

11 suffit même qu'il existe une série de polynômes /(:), convergente dans 
S, el telle «jur la (linVrencf l*^f r ^ f( z) réponde 'i !,i condition énoncée. 
G.'ci est toujours possible «piand la fonction F admet les A,,A,, ...,An 
comme points nuguliers isolés. Plus généralement, nous indiquerons dans 
le Chapitre II d^autres cas où Ton peut décomposer la coupure a en cou- 
pures partielfes A . A,, . . . . 

Si, en plusieurs points A,, A., . . A„, la fdiirlie a un contact d'ordre 
supérieur avec lia lanuiule, F( z) tUant co/i(i/ii/'' -\ir «aux enviiniis «le ces 

point», on décompose l'intégrale eu deux parties / et j , i «lésignanl un 

friis.nii*'nt de x «pii comprend tous les poinis A„, el «iu"«m peut prendre aussi 
petit qu'on veut; en faisant tendre a vers o, on voit que le dcveloppcmenl 
subsiste. 

Au cas contraire (et ceci «^applique aussi bien quand s n*estpas convexe), 
s^il existe un point a tel qu'en posant z,ss JZT^ fonclion F, (x,) s P(j(:) 
soit holomorphe dans Taire S| convexe, et dont le contour *, n*a pas de 
singularité, F(.r) se met sous la forme 2] 1\ (73-^) • point a existe 
toujours, quand il n'y u sur s que deux points A,, A^. 

Lonquc s est une courbe quelconque, on peut toujours la décomposer en 
parties A, Ag assez petites, soit pour que les tangentes en chaque point M 



leun V|(-/), V,(f>, kdaieitaiit une déiÎT^e premiéro mmUmm, il en Ml de nêne des dcM« 

(l<'rls>M-x partielle». 

«^iLiiiif, le long de AB, cxisie el e«l coiiliiiu, ji \ ( i prend -iur AB tl«» valeur» 

V( /) ayant une dérivée première conlioue, k fonrtion conjugoéeest CMitiaue rar AB< Si, 
le long du même nrc AB, y(v,y) pread des v«le»r» V|(/) «daiet(aol tme dérivée Mcondc, 

^ el ^ !>unt continue!) sur AB.Ce« propmiiiont aenl élite* dans riDtéfniion de l'équetion 

i denv veriablo* AV = o. 

U. — Fac.de T. B.l^ 



D.io6 P*»!»»-***' 

lie A . A, soient ordinaires el cTçliricurw à S, wit pour qiic les ccrc l. s im- 
gculsà «on chaque ikmmI M et passant pr un nrlain |><.iul a (oMcii<-ur 
ftS)soi.Mil . xlèric-ui-s à S. Si l'on p. Ml choisir I.'h poinls A„ S,. ... . „ 

son- .pràclianui d'cux corresponde uiM lien.in A,/»,, A,«/, su, l, ,,,,, I 

flSll ds icnde vers uncUmilc, la fonction l'X-^) ^ développe dans S sous 

J 9-X 

la forme (4)> 

Discussion du développrmenl (r). - La possibilité .lu dév- loppemenl 
(2) sViahlit tomme ccUc du dcvcloppcmonl (3), avec qucluucs siniplili- 
calions. 

Sr.il .V un eonloin- lernié quelconipie (sans angle rcnlnuil) IclquC, pOUr 
rluuiue p<^ini d.- .v, ^ existe cl «oîi coBtiott. Le conlour pcut offrir des 
ungeuies d'iidleviou. Ou établit (ju'il existe une fonction P + tQ, holo- 
morphe dans S et continue sur «, telle que le long de s 

py-t-Qy—o. 

On peut toujours la umlliplier par un nombre T*cl K awes petit en valeur ab- 
aolttcpourquelcsccrclcsayantopoureenlreetpaseantparj (: - a = 1» tQ) 
soient extérieurs A la courbe C passant par s (= étant voisin de*). On en 
oonclutque l'intégrale jT'^^-^^^Jîy-^^ est indépendante de C quand V. 
tend vers « ; ce «lui montre que le développement, trouvé pour C, converge 
dans S. 

Si «présente des points singuliers A,, A,,.... .!éveln,,|..MMn.l r-.t mcore 
possible, pourvu que la coupure « puisse se décomposer en coupures par- 
tielles, A, A,, . ... 

Le cas où S est l'espace extérieur à une ligne non fermée se ramène aux 
précédents A Taide de la transformation 



|(> t nu ex- 



Les développement» dans une aire limitée par des arcs <le cercb 
térieurc à un contour recliligne sont des cas particnli- rs d. s iléveloppeaienls 
(2), (3) el (/j). Ils s'appliquent à toute fonction dlscuuUuuc sur s, mais 
remplissant aux points anguleux les condition» indiquées. 

:>. Calcul (les coefficients du développement (3 — Revenons au cas 
d une aire convexe régulière S. Noua avons démontré qu'à toute courbe * 
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correspond une fonction 

bolomorphe dans S, s'aimulant pour s = o,et telle que 

If - » ' <1 (1 

La t'unetioii z -h ■]/ ii a dans .1 qu un zi;ii> sini|)lL-, 3 = 0; 1 i-sl unt; coui Im' 
quelconque enluurunl l'origine cl iiUôrifUif à .v. Chaque terme du second 
membre a une valeur indépendante de vatcur qui, pour le terme de rang 
n, n*cst autre cliose que le résidu relatif au p61e s s o de Tcxpresmon 

(£+*)•£(£) 

Posons 



( aVsl réel el positif, rommc nous Kavons vu). 
D'après une furniule connue, le résidu cal égal ù 

i.a.-.rt V 14-// 1-+-/ 

Ceci montre qn*' ) s'exprime en fonction fl<'?: vali tirs pour z - <> rt 
premières dérivées de y( 3)cl de F(r).Si donc on c(»tu)ait la foneliou /(^z ), les 
coefllcicnls pourront se calculer non plus à Taide d'intégrales définies, mais 
en /onction de F(o), F(o), F„(o). 
Mettons ces dérivées en évidence dans l'expression de P«(a;) : 



Soient 



On a 



L'expression 



li.loS |>. PALMXVi:. 

eKi iii(Jé{iendaiilc de V 

•If 

I^a fjiiaiililé u'^ «'-Si la valeur [lour ; = o de DJ«*, 

Cesl donc un polyndme en jr de degré /», de la fonne 4- »B) ef dont 

les co<-flici<-nis s'c>\|iriiii('iilcn foncliuii do »(o), «'(*>)> •••> <(((<>)» parsuïlc 
fonction de ^(o), ^(o), . « ^«(o). Posons 

=: OtiV «(flia; 1 — «,) 4- «*(<r|X — ai) -h ... -h »• (««^ — ««-i) 
On voil que 

1.9. ..A — I) 

(]( ( i posi'-, <']( \niiH u à la puissance A et chcrcltoas le coeflicicnt li^ de «*. 
J) après une turiuulc connue, 

-^Sa.Ia.l'^TTa/^î'^î'-'^'- 
Lcs a«, floni des nombres entiers positifs vérifiant les deux 
égalités 

«,-1- «f = n» 

«I >!- 3 fit, + . . . -h ~ f . 

Il en résulte que 

Telle est Texpression directe des polynômes Pu (a?) en fonction des con- 

«laiiifs <r„, . . ., g„(o). 

On peut aussi cxprimor les al en fonction des polynômes d'indices infé- 
|-ieui'3i, vu purlaiil dos idonlih'-s 

«;;} ^- »f;;««;;i = (« + •)!>?,.«;., 
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OU encore 

Réciproque du tliéorèm'' précédent. — Soit une fonclion arl»iliaire 
'\{z) ayaiil uu zéro siiupU au point z = « qu'on \w.\xl toujours supp09<<r 
^tre Torigine. Posons s -t- ^(2) = h{t) = P -t- tQ, et voyons à quelles 
conditions les oourb<^s C qui salisfont ù l'équntion P -|* Qc(^h o sont 
fermées et convexes dans le voisinage de l'origine. Nous avons dit que, si 

U 4- V( désigne rintégralcf ces courlM» satisfont à Téquation 

U s R. Comme 

U = «Lp-;î9-^G(j-, K). 

Si les courbes C sont fermées, ^ est nul. D'autre part, on peut toujours 
supposer a égal à i, et 

J') = + = R. 

Posons 

(G -h I G, est holomorphe dans le voisinage de l'origine). Gomme 

*(«)^ 91»)' 

h foncUon ^(s) est hokxnorphc dans toute aire S ne renfermant ni point 
singulier, ni zéro de h{z) (en dehors du point z = o), et sa dérivée 

ne s'annule pas dans S. l*ar suite, la fonction inv«»rsc z — ^i(z,) e«t holo- 
morphe dans l'aire S, correspondant à S: S comprenant le point O, S,eoni- 
preud le point O,, cl l'on peut toujours décrire un cercle do centre O, et in- 
térieur i S, ; la courbe correspondante est une courbe fermée, entourant 
ror^pne O et vérifiant l'équation L' = R. Quand R a une valeur négative 
iri's prrnndc, la raurbe C se réduit sensiLlenienl au point O; (piand W c roîi, 
on obtient utio tarnillc de rniirfics (jni ne se eoupenî pn^ ft qui '•i' l'criiK'ut 
autour de l'origin»-, tant que 1( n'atteintpas une certaine \uleur linnle p. 
Ces couribos sont-elles convexes? Nous avons dit qu^cn un point de ces 



B.1IO r. PAvnxrt, 

courbes (Uclant l'angle de la iiorinalc ii\oc Ox) 

Il faut que ^ ne devienne ni nul, ni infini. 
Conddcrons donc le» deux courbes 

Çl^^ s t + Car H- D/, G et D étant réguliers prés de l'origine^ ; con- 
sidérons ausn les points singuliers de P + iQ (qui sont ceux de P!,); soit 
R' h plus petite valeur de R pour laquelle la branche de courbe U = R qui 

se ferme auUnir <lc O rencontra un (\o rf*« poinN ou iinn de ees eonrlu»? (R' 
esl au plus ëjjal à a), l'our toute valeur de R inférieure à li , la courbe C 
csl fennec et convexe, cl ron peut trouver un nombre K assez grand pour 
que le cercle passant par « et ayant pour centre a = 7 — KA(£) com- 
prenne i son inti^rieur la courbe C (z étant un point de G). Si i*on se 
donne a priori h, (z) — K.h(z) (K esl réel et plus frrand que 1), on voit 
bien îu»^éinfnt que celte condition esl réalisée pour les courbes (< voisines 
«le 1 origine (<jui correspondenl à des valeurs de R inférieures à un certain 
maximum R,). 

En résumé, soit A, (s) une fonction de la forme Ki[i -H jA(;)J, où K. 
t-si réel et supérieur à Tuniléct A une fonction bolomorphe près de Tori- 
ginc; la série 



M ' « 

I 



esl couver gcnle dans une certaine courbe U = R, , si !"'(*) esl holomorpUc 
dans cette courbe 

inon, elle converge dans ia première des courùe.ii h = U qui rencontre 
une discontinuité de F(z). La somme de cette série esl l'Xx). De plus, on 
peut disposer de K, en sorte que K, soit égal A un nombre quelconque infé- 
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rieur à R'(R' étant la vakur à partir de laquelle les courbes U = R cessent 
d*étre fermées, convexes oti i (-{îtili<'-ivs autour de rori^irn ). 

■ippUralioris-, — Pour — Kr, los courbes C soul dc8 cru I--^ uvuul 
pourceulre l'origine; ellcâ sont ferméos convexes el sans inflexion, i|uel(|ue 
soit R; on voit immédiatciuenl que cV'!»l la seule /onction /<i(^) qui 
jouisse de celte propriété. 
Quand ht(x) = K«(i ■+■ a«), les courbes C sont des cercles ayant inénu* 

axe radical savoir la droite perpendiculaire au segment OA, en son 

milieu; A, a pour affixc - ^ et R'= — L | a |. 

Si Rz(i + as*), le» courbes G sont des qnartiques bicirculaires 

qu'on poul définir par la relation géométrique p' = Cp'p" ( p, p', p" étant les 

distances d'un point M de la courbe aux points O, A, A'; A et A' ont pour 

affixes — -'-et -f- '-\ Vm prenant /i, (:: -Kiy'i — c'- , on uhlipiii |i(iiu 

les courbes C des quartiques bicii'culaircs, inverscâ, par rapport à leur centre 
O, de coniques homofocales dont les foyers sont ■±c(e est réel ). Dans ce 

cas R' L — ^-p; en changeant x en i » on obtient une forme de dévelo|i- 

|ieni<nt pour l'aire S exli'ricurc à une ellipse ajanl poiu' l'ojcr ±: cet dont 

l'excentricité est inférieure à -L* 

Plu» généralement, soit = | tz:^ + . . . + 7:17» «» P» • • •» 

étant réels; les courbes G sont déflnies par la propriété pp*.. .p|^= oonst.; 
p,p,,...,Pj, sont les distances OM)AM} ...| LMde ^î ;iu\ [uiints 0,a, ft,...,/. 

Si a — I i l si p = . . . = X = o, ces courbes sont il ovales de Cassini. 

Sans m'etondrc davantage sur ces exemples, j'ajoute seulement que le» 
poljnAmea Pj,(;) se reneontnmt dans une série asseï analogue à edle de 
Lagrangc, et qui peut s^en déduire. 

L'équation z — ax -h (\ — et) z /{z) a une racine ^ qui tend vers zéro 
n\ <'c X. Appliquons la première forme de la série de Lagrange à Téqua- 
lion 

(1) G(4f) = 4 — a--'aX(^)=<S 

en faisant 



B.Iia 1». PAIltLBVÉ. 

On sail que, dans un ccrlain champ, 

En particulier, pour a = o, Téquation (i) devient 

rt le premier membre du dévrloppenicnl prend la forme 

F(î)(i^/) F(Ç) 

ïîTÇ) " (• -»-/)•- «t(i +7) (/ + Ç/) -/'(X Ï/)J - I - «) (/-^Ç/)' 

en tcnanl coniple de (2). Par suite, 

( Pour X I, s r.) D'après la condilinn rnnnuo, celle sf'iii» ronvcrp' 
pour a 1 , si x i t slc intrrit'iir ù une courljL- icrnic^e coniprenaiil l oripine 

I l telle (pic, loul le long ducoulour, |Mr-^j «oit inférieur à 1. La condition 
peut s'écrire 



Si donc il existe une aire S telle que, r êtanl un point intérieur fpiel- 
ron<pn' e( r iiti jioinl du conlour .v, le uiutluli- il<' t/:^- >'<'il plu> p» lil 
«jue I unili-, converge dans c<'lle aire cl représente F(,t). Oei 

rcBulte également du thtorèmc établi précédcmmcni. Mais invcrsciueni, 
pour démontrer ce tbéorème en parlant de la série de Lagrange, il faudrait 
prouver iiiTà ini r nrilour cciuvexe donné s correspond une fonction t})(«) 
\fi ifîaiii 1,1 ( ohiliinMi l'iHint r,'. (>r !n reclierrlie de -^(z) revient précisément 
a relie rie la fonction désignée pari» -t / ♦ > ; c'est rcttc rcrliorclie qui con- 
stitue d'ailleurs la seule difficulté <le lu prenuere d. monsiralion. 

^ il fh\ rfr.pprmr„f rn .'^n-ics fl.'s /onction» y (xt y, s) tatù/aiumt à 
l'équation A\ o et l igulièi cs dans un ^-apar,' t(Uf}rnnqvo . - A chaque 
iorme de développement indiquée plus haut, correspond une forme corré- 
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lalivc <I«Mlévt'Iop[MîiiK'iil jiour I«'s fonctions V{;r, Ji' ■! ii\ Miriablesquî 
snfisfrint î'i ré(iiiation AV n. Si Ton envipn'jr l. s lunriiuiis de Irois va- 
rtublcs tjiii salistont à la inèiae t'ijualiou, le jdciiiior (ièveluppcuiciU, basé 
sur la représentation conforme, ne comporte pas d'extension naturelle. 
Mais les développements (2), (3) et (4) se généralisent sans diflicullé. 
Soient, en premier lieu, une surface fermée (|iielcon(|ue ,v, sans angle rcn- 
Iraiil; a, ^, un f!»- s<'s points (a, y sont fonctions dv deux paramètres 0 
el /). On peut en chaque point a, ^, y construire uuo splicrc de centre 
a, ù, c, tangente i « et extérieure à cette surface. Soit, dWtre part, 
F(df, y, «) une fonction qui satisfait i AF s o, régulière dans le volume S 

et continue ainsi que ses dcrivées premières ^ou ainsi qne ^ j surs : 



ou 



et 



I 



d~ ài à- à- 

mm* 

a, //, e, A, [x, V sont fonctions eonlinuos de z, ^, y, par snile de / ctO, sauf 
pour les lignes singulières de a. On peut écrire 



en réunissant V_„^.,; el V^„. Soit t la surfare lieu des centres a. h. 



f : on 



l>cut construire une surface s' formée de fragments de splicrcs extérieurs 
à «, tournant vers a leur convexité et intérieurs à 9. Soient A, B, G,, . . . , 
A^BtCji les centres de ces sphères; la fonction 

y„{x-'«,y—b,z — c) 

se met dans s' sous la forme 

(«) V V ';(x-A,. r-Bi.3-Ct>+.. + Vi*;(j?-A*, y- B», s -C*), 

VL. ~ FtK. 09 T. B.l5 



B. I l4 ■ ^- P-Vl>il,tVK. 

Après rinlégralion, la fonction F(x,/, s) c»l représcnicc par la série 



(a) ^♦•(•«■. 

■ a* 

'^„ claiil iino oxitr^'^sion tU" la forme ( a V 

Les remarques fuites Uiuii» le plan s'appliquonl ici : la scrio couvcr^^u aL- 
flolument et nniforinéiiient dans tout volume S, intérieur & S, et sa conv«r^ 
gence est de Tordre des progressions géométriques. Les dérivées de 
F(£C,J% : ^ 'ililii iment <^n driivanl les h-nnes de ( 2), ce qui condiiil à des 
séries do mêmi' tni rm-. («Tnies de (-2 ) soiil nuls idruliqueiiieiil dans l'es- 
pace 2i oxtérieui aux sphères S,, S,, ...,84 ol (jui ne cun lient pas S; la 
série (2) converge donc cl est égale à o sans 2. De là le moyen de former 
line série de la forme (2) représentant dans deux espaces quelconques deux 
rmiclioiis V( J", y, z) dislinctes. 

Le dévelojipeincnl ( 2) est possible d'iino iiilinilé de ninniéres : cliatpie 
l<!mie '^«(•^, y, z) étant donné, on peut lui ajouter une série dont la 
sonuno est nulle; du plus on peut ajouter, terme à terme, à la série (2) elle- 
même des séries de même forme dont la somme est nulle dans 5'. 

Les V^(« — At, y — B^, 2 — Q) sont des combinaisons linéaires des 

dérivées ff*^ de On peut remplacer p par — A*,y — B*, s — C*); 

i>( i',y, s) est une fonction qui satisfait i A^^^o, admet Torigine pour 
p6tc du premier ordre, le résidu étant égal à i, et ses autres prants singu- 
liers {a,, b,, c,), ... sont tels que le point (^x-i-a,), (y-*-^t)i (= + ''1 ) 

est extérieur à v ( si r. y, r esl rojiipris dans .V) ainsi (praux splièn's 
(A*, D*, C*). lve>, eoeificienls sofil indépendants de la forme de ^. On peut 
déduire de là, pour un espace cpielcouque, des remarques identiques à 
celles de M. Appcll sur les espaces dont la surface est formée de fragments 
de sphères. 
Si Ton considère le premier terme de (2) 

ai- • 

i{^>y,s)~ — H- — -»-■-- -t-Wj -3— 

on voit, comme pour le plan, que la sonune «, -t- -t- . . . -H est nulle. 
Quand Tespace S est extérieur à la surface s, rien n'esl cliungê dans le rai- 
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nnncment précédent; mais, dans ce cas, 



B.m5 



A est le résidu de la »urfuctvc<»ii|Hire s. 

Lus dcvcloppemcnts (3) cl (5) s'élcndcnl de la luciue manière. Il suflil 
d^enlOttrer la surface convexe < de sphères 2 qui lui soient tangentes «n 
chaque point, et Ton voit que 

3) = J — a,jr—b,s~ e)ds, 

Y. êUiiU un polynôme de degré n en x,yy z, (jui satisfait & l'éiiiiiition 

AV,=o. 

11 eu résulte tjue 

(3) F(*,jr>5)=iP<,(x,J',5), 

l\ (ic^y^ s) étant un polyndme de degré n en x,yj s, qui satisfait à réquatioii 
ÂP,s o. U suffit, pour que le théorème soit i-xaci, <|ue ï'(x, y, z) soit con- 
iitiii>< sur <r; car, en appli(|uant à In surface S la méthode de C. Neuman, 
on met lu funt-liou F i>uu!> la forme 



G étant une certaine foncdon continue de / et de 6. En raisonnant sur celte 
intégrale comme dans le premier eas, on voit <pic la function F(;;p,y, js), 

ronfirif/r sur x cl ii'^nfièn' dans S. pciil se (!•' Vi'ldpjun , dans ce volume, 
en u/w série de polyiuimes P,, .sali.s/ai.scml n Véqualion AP„ = o. 

Diacmsiùn, — On démontre (comme dans le cas du plan) que, si 
(rl — «*) ne s^annule en aucun point de «, on peut trouver un rayon U 
assez grand pour que toutes les sphères lanj^eiiles à .v et de rayon f com- 
prennent S à letif inl. rieur. Si {rt — .v' ) s'annule en des poiiils nu sur des 
ligues de .¥, le ihéoréiiic subsiste, car il suflît de décomposer I intégrale eu 
deux parties, dont l'une, relative aux parties singulières de la surfac<', peut 
être prise aussi petite qu*on veut. Quand (rt — «*) s*annulc sur une portion 
finie de « (f comprend un fragment de surface développable), il faut avoir 
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recours à la remarque suivante : Soil l'espace S intérieur (ou cxltiriour ) à 
«ne surfece fermée quelconque ». S*il existe, en dehors de S, un point 
(A, B, C), Ici qtiet en le prenant pour pAlc d'inversion, S devienne l'espace 
intérieur à une surface convcxc, la fonction F(j;,^f «) régulière dans S se 
met sous la forme 



Vl* - A)»+ (/ - B)«-t- (s - C)« 

m - m 



P'^ est une combinaison linéaire des dérivées d'ordre n et d'ordre inférieur 
V'(* - A)»+(j'-B)*-»-{»-C)* ~ ' 

Ce point (A, B, C) existi' aux conditions suivantes : soient M et N les 
deux contres de courhtire des sériions principales de la surface au point 
V{oi, 3, y), Ml* le plus ^rand rayon. Si, nu yo'ml V, la surface s est à cour- 
bure positive, nous construisons la sphère ^ dont le rayon est MP, quand 
« tourne sa concavité yen S; autrement, nous contruisons la sphère 2*' dont 
le rayon est NP. Si, au point P, la courbure de < est négative, nous con- 
struisons la sphère 2-' qui passe [)ar 1' et qui a pour cetiti-c celui des «l<'ux 
poiois M, N cpii est, par rapport à .v, du cùlé opixi-M- à S. Il f;ui( r-t II suflil, 
pniir que (A, U, C) existe, qu'il y ait, en dehors de S, une portion d es- 
pace S, extérieure à toutes les sph&rcs et intérieure à toutes les sphères 
2". Ces spitères se réduisent & des plans aux points où (rt — «*) est nul. 
Quand (/•/ - s') est toujours positif ou nul, il faut et il suffit (si Ton dé- 
signe par P resjtaei- siîii.', par rapport à un |)lriTi tangent en un point de .v, 
du rù|.' opposé à S ) que tous les espaces V relatifs aux points où (rl — **) 
s'annule aient une partie conmtune. 

Quand le point (A, B, C) n existe pas, on peut toujours décomposer «(si 
S ne présente pas d'angle rentrant) en parties ♦„ «„ assci petites 

pour qu'il y ait, en dehors de S, des points M,, tels que toutes les Sphères 
qui pass«'nt p.-ir M,, rl sont tanpnif<'« :i .s, en cliaque point soient extérioiir<-< 
à S. r.n décomposant l uiU-grale qui représente en pl 
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aulres rclaUvcs rcspecliveincnl ù . . ., 01» voil que 

'4 \ /-i ri 



(4) 



1^1*, "' est une combinaison linéaire des dérivées d'ordre tt et d'ordre inférieur 
de — = — — , ■ :« A(, Bi, C, d^nsnant les coordon- 

nëcs de M/j . 

.séries ol (4) coiivcrgeiil ahsolumenl el uiiifurniumenl dans loul 
espace 2 iniérieur k S. Les dérivées de F s'obtiennent en dérivant les 
termes des séries (3) et (4)t ce qui conduit à des séries de même forme. 
Dans le développement (3) en particulier, si 

H - m 

<l('-M'|o|t[>i'in<'Mt«! ( ') f <•! ( .'1 ) ^f'ii' |""v--sililrs (l'nnc inflniti- il- ninniT-iTS. 
On p<Mil se (|(mn«>r nrhilniirenifnt les /< pn-miors Icrnios ou asstijfUir k'8 
polynônios P, à ne pas contenir, au ticlà dn p'™', de termes de degr*' infé- 
rieur à j). On peut faire vu suite, par exemple, ipie les termes en ^. 

y, • ■ • t ^ figurent seulement dans le premier terme du développement (4). 

Si S est l'espace extérieur à une surface, le résidu de cette coupure est alors 
égal à a, -i- O} + . . . -f- a^, les lettres a, , as, • ■ ^4 désignant les coefficients 

respectifs de — , — . . ■ -L. 

(>uan<l F( j-,y, z) n'est pas continue sur .v, la convei^ncedcs séries (2), 
(3) el (4) ne s'clablit que dans des cas particuliers. 
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ClIAPiïlŒ II. 



1. SoitF( v) iiiio fonction unifortn ' : qui ne présente dans Ic plandvK 

z «|irun noniltrc fini (]'' sinirHlarilés L,, L^, L„ ((•«mpiin';. (•«puces la- 
ciiiiain'.s, piiinls t-sscnlicls ou |mlcs) : L,, Lj, L, nom pas de |>oiiils 
ciiiiutiuui». t-c'lie fonction peut se ini-llrc sous la forme d'une somme de 
n fondions n'admeiiant chacune dans le plan çu^une aîngularilé. 

Il suffit, pour If voir, di- rt-pi li r k- raisonnomcnt employé par M. Bour- 
j;ui.-l dan> If cas dfs points sinfïulicrs. Ou Iratf // conlours n^y.s^, .v„, 
f oniprc uaut fliacuu à sou iult'-iif ur une dfs siu^;ularit<''s f l utif «f iili» : rpiniid 
lu ligue L, est fcnuée el uVnt lôl pas uu fspa« f lacunaire, If ciuilour .v, fsl 
multiple. La fonction F(:;)(<pr«)u supposf rfgulicrc à rinfini) est holo> 
morphe dans Taire S extérieure aux conlours et intérieure à un cercle C de 
centre O et de rayou assez {jraud pour fiiffruicr toutes les coupures L,-. Si 
j! désigne un point de S, « lu cuiilour de celle aire, on a 

La première intégrale est une constante -iitt/i; Tintégralf / 'i^ii^: 

dcGnit une fonction de x liolomorphe & rcxtcricur de L/, car on peut prendre 
*{ aussi voisin de L qu'on veut sans changer la valeur de rintégralc i>our 
les points x extérieurs A : F(x) se met donc sous la forme 

chacune des fonctions /,, /„ ...,/«, «^admettant qu'une dos singularités L,, 

Le cas où F(x) ii\-st \m» tioloiuorphc à ilnfini se ramène au précédent, 
en posant s s= i ^(^) somme de n fonctions dont Tune 

a, pour lignes singulières, plusieurs lignes L' ayant des points A rinfini. 

Le long de rintégi^ilf F(z)ds est nulle : si donc on api>eUe réaidu 

df h, lu \al«-ui (k* 1 iulegralf —r^ j^^'* - ^"'^ M"'* ■futtanc drs rr- 

»idua de tians le plan esi nulle. Quand la fonctiuu e«t liol 



e«t holMU|^^ 
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à rinfini, le résidu du point « ^ x e»t le coefficient de ^> changé de signe, 

dans le développement de F(jr) & Textérieur d'un cercle de rayon suflGsani- 
ment grand. Si le point 4 ==od est un point singulu-r de F(ar), le réddu re- 
latifs la coupure L' est la valeur de Tintégrale jT^J'F(s)dz prise, dans le 

sens inverse, le long d'un contour fermé entourant toutes les singularité*, 
sauf L'. 

Ce qui précède s applique k la fonction „ . ' ; quand n'a, dans li- 

})lan, qu'un nombre fini do zéros ou do singularilos, on eu conclut, en inlo- 
p^rani et on passant du logarithme à la fonction, que l*(x) {>eul se déve- 
lopper ainsi 



/,,/„ . . /i, n''ayant respectivement qu*uno singularité L,,Ls, L^. Si 
Ton appelle ordre de la coupure L,- Tintêgnle ^ j *" l'^lp * iatammetlex 

ordre$ de F(a;) est nulle dans le plan . 

Hcniarfjnf. — Il est possiMo, dans l»i< ii > ( a-, ilr ifriuimpo.tfr une siii- 
gulartlc fornifc d'une ligne conlinuc en plusieurs ordres, grâce ù robscrva- 
tion suivante : 

Soit L une coupure non fermée de F(â7); A et B sont ses extrémités, C 
un point de AB. Posons 



Ja " — • 



(t dési^^nanl un mnlnm fcrni/' ne conlennnt ipie Ir coupure L). S'il existe 
un chemin /, tra\ciî*anl AB an point C, et sur letpiel | F(.t') ) ne croisse pas 
indéOnimcni, on peut décomposer /(x) en une somme de deux fonction», 
qui n^admettent respectivement comme coupure que AC et CB. En eOct, / 
rencontre t aux points M et \ et dé< niii[in^i» rs en deux parties ff, ctff,, for- 
mant avec / contours feriix's cr, - M \ v\ ff,-t- NM, qui contiennent le 
premier AC, le second BC. On peut écrire 



/(')=/ . .. ^ / -r-^-^M'^-^M^y^ 



fi{.f:) est définit- pour toute valeur de x extérieure à AC, car on peut tou- 
jours tracer un contour v', laissant à l'extérieur le point x et entourant AB : 



B. I30 p. PAIM.eVK. 

ce contour rencontre le chemin l aux points M', N', cl Ton a 

car F( '""i i'=t lioloinorplie à l'iiiîi'rimir fin mnlonr formé |)iir a,, t', , MM' ri 
NN*. !>•■ inrini', f.^(x) Chl holomur|ilio à re\têrit.'ur de liC. Il sullil. jK)ur 
que la remarque s'applique, qu'il existe un chemin /, ici que, :cl^, lendanl 
vers C sur / de part et d'autre do L et suivant une certaine loi, 



J L « — * Si—X J 



tende v<M S une limite ol * ). 11 suffil même <ju'on puisse trouver deux foiic- 
lions l'Jr ), '^Â-i-') n iiyaul n-spec-tivemeiil pour eoujiures (]ti.' AC ■ 1 Clî, 
telles que = igti-'-') vcritie la condition pn-eedenle. 

Quand la coupure L e»l une ligne fermée ne limitant pas un espace lacu- 
naire, si cette' condition est remplie pour deux pointa C et D de L, on peut 
la décomposer en deux coupures CED, CPD. 

(iiiainl I. îiinitf lin espace lacunaire 2, si, pour deux points C ei !> de 
Ïj, il existe deux cliemins / vl /' sur les^jucis | l*\x) | ne croii^e pas indélini- 
ment quand s tend vers C sur /, et vers D sur à rextérieur de la cou- 
pure peut se d^mpoaer en deux parties CED, CFD. Il suffit même que, s 
cl z' tendant simultanément vcrs C ct D sur / et ^'(suivaniune certaine loi), 

j I — J tende vers une limite f (df). 

Dans tous les cas, cette condition n'étant pas remplie, on peut tracer un 

chemin arliilr.ilie M\ reucoalnuit la coupure L (qu'on suppose ouverte) 
au point C, et définir /, {x) ct de la manière suivante 



"'1, 



•7, élanl un c»uiluur <|ui passe |)ar M el N, sjms reiiconlrtîr le cliemin MN eu 
d autres points, cl qui entoure AC en laissant .r à son extérieur. De même, 



tf, entoure DC ; /, ct /, admettent res[)eciivement les coupures AC et 
BC, el la coupure commune MN, qu^on peut prendre aussi petite qu*on 

veut. En appliquant le même raisonnement ji rexlrémilé .\ de AB, 
on voit que /,{x) est la somme de deux fonctions /j et a^aut 
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comme coupures la première une ligne MCAM^ la Bccoadc une ligne 

(VCAM, j^M, est un point arbitraire qui, parfois, pciil sse confondre avec A, 

noiatninent si j J ^}^'^ | ne croit pas indcfinimcnt quand s tend ver» aJ. 

<)it.)nd l;i coupure L est une ligue fermée, ou peut «léconiposer /( ./ ) en 
uin- somme <le deux fonctions /,( x), /j(j-) ityant ri ^in clivemenl i«Hirr»i(!- 
purcs les lignes CED, CFD. et les deux iijupun'> iu1i(icicllcs commuiK-s 
MCN, M,DN,. Si l'on remarque ipie /,(x) et /J.c) deviennent înfinirit 
aux points M, N, M,, N, comme log(a;)ponr ar = o, il est clair qu^on peut 
déromposer y, (x), par exemple, eu (piatre fondions ayant respeclivemeul 
poiii coupures MCDM,, MN, M, N\ . M ,( 11 >\, . conclusion e-j( .inalofîue 
si L linule uii espace lacunaire. Un peut, en fielinitivu, décomposer, dan!« 
tous les cas, ta fonclion F(x) en une somme de fonctions dont ckmutw tfxt 
hùtomorphe dant Paire extérieure à ttn contour fermé ou à une ligne 
non fcrtiif'f nr .sr coupant pas. 

Quand L est décomposée en deux coupures L', L", le résidu de F(;r) re- 
latif â L'estégalàtavaleurderintégrate.-î- j (a;) n*admettant 

que la coupure L' qu*cntoure v. Ces résidus jouissent des propriétés ordi- 
naires. Si plusieurs coupures L'ont des points à Finlini. la fonction /(s) 
qui a pour coupiue 1/ est la somni'' j lusieurs fom liions donf charune 
a<lmet pour coiipiin' une des lignes I,' cl une rertaine lijrne L, arbilraiif, 
ayant un point à rinlini, et *pii (ii^p.Haît dans certains cas. 

Les mêmes reutar<iues s'appliquent à la fonclion -fj^ suile, « la 

décomposition en produit. 

2. La fonction F(sc) étant ramenée à une somme de fonctions plus sim- 
ples, on peut chercher ik développer ces fonctions i Taide des séries étu- 
diées plus haut. 

n est facile de dcconqwser dans tous le» cas F(x) en une imnimc de fonc- 

tions auxquelles le développement (i) s'applique, puisque ci'tt»» 

forme de développement convient pour toute fonction /( r ) lioloumr|)iie ù 
rexléricur d'une ligne (fermée «»u non) (|ui ne si- coupe pas. La fonction 
II. ^ Foc A T. B.l(î 
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F(x) est alors de la forme 

(I) y — + '|v_ 

V =1 

I» 

sominc ^ A, est nulle, car A« est le résidu relatif à chaque coupure L,. 

Lfs (l«'-v«-lu|>|)ciiiciiU> (a), J), (,|) peuvent ne |jas s aj>j>litiii«'r iiux fonc- 
tions f-.f^-L )] nous avons indique dans quels cas au Chapitre prcccdcnt. On 
tâche alors de décomposer les fonctions exceptionnelles f v(ar)enunesommc 
de fonctions pour lesquelles ce;, dôvrloppcmrnls coiivirniiont. Miiis la chose 
nV'sI pas ivalisablf nrccssaii-cniiMit. (les cas /rnrti'-. \i\ fniirtinit VI j ) jifiil 
SI* itK.'Ure sous l:i foiim; tl une suniuie dt:y> séries (2^, {^ i) on ( jj. Nous 
avons indiqué les valeurs des résidus en fonction des coefGdenUi de ces sé- 
ries; la somme de ces valeurs est nulle. 

c.rs (lévcloppentents fournissent aniant tic formes de décomposition en 
produit de V^jc) : par exemple, la forme (i) donne 

La somme ^oty + est nulle. 

3. Supposons maintenant que F(«) admette dans le plan une infinité de 
singularités L,, L,, L.» eans points communs. Chacune d'elles, L, 

suit»' on non d'anlres sin}.'ulanti's, pent lonjours être enlonrëe d'nne cer- 
laini' nin- S à double tontonr, à rinti-ricnr ib- latpielle ¥{■' ) est lioloniorplie : 
i'X-e; peut se développer dans S à l aide (les séries ci-dessus, ou bien 
encore, en se rappelant que Taire S admet la représentation conforme sur 
nue couronne limitée par deux cercles concentriques, on met F{x) sous la 
forme 

rt 

V 

K(j) = [/(je) — — o) . . , (x — /)♦" • 

(j'esl la jfénérulisulion du lliéorènie de l^ani'ent. On peut définir la fonc- 
tion caraciéristique de la singularité L comme dans la théorie des points 
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eraenliel», et elle joait des mêmes propriétés. On peul définir également 
résidu et Vordre par les întégrales f F(s)dsei f ~~ dz (» étant \v 

contour ferme qui liinilo S ù riiUéricur) : ces deux intégrales varicrU vu 
général avec 7. Il est clair que les théorèmes énoncés sur les résidus et les 
ordres subsislenl avec- la nouvelli- «ii-liiiilioii. lùiliii, la tlassilicalioii di's 
|)oiuls sîii};iili«,'rs s élend sans iiiodifiration aiiv lij^iics singidièrcs; mais je 
renvoie pour r<<nc question à un Mémoire de M. Ciuicliard sur les points 
ossenliels {Annales de l'Kcoh; Normale, année l88'i ). 

Rn raisonnant comme au n** t, on met la fonction 1' (x) sons la forme 

n'ayant que la singulai iti' L, > i I V ' ) étant liolomorpite sur l^, < 1., 
peut comprend T'' nn cnsendïle tle sinfjulrii iléi 1. M.iis, quand N-s lijriies L,, 
Lj, ....T>„, ... forment une suite dont la liniile e>t i., exisle-t-il uni' sérii- 
- convergente — y,(x)= l'\-i)j l^'H*-' 4"" chaque terme n'admi.-lle eu dehors 
de L qu'une BingukiriléL.? Le théorème de M. Mittag-LeflOcr permet de 
répondre à cette question. 

TlU.OKKMF. KF. M. MlTTAC-I^KKFI.F.R. — Soil /„(.< )— j (7^ iTenloU- 

rantque la coupure L,). // existe iitir Jonction lla{-t) notant ^ur des 
pâfet isolés «ifrLf telle que la série ^ [/tC'"^) ~ >f>il comeergente 

mm I 

pour tout peint x extérieur àhet aux L,. 

lùi ellél, chaque terme ) t-sl holoniorphe dans Tespace S„ extérieur 
ù un certain contour d'arcs de cercles dont les centres a,, aj, ...,a, 
sont sur L, et /«(x) se développe dans S, ainsi : 

=2 (.r - «,v {X - {X 

On peut pren<lre un nombre q„ assez grand pour que ^quaiid x varie h 
rextéricur d'un conloui* a'^ voisin de et Tenlouranl, mais sans point com- 
mun avec lui), le reste 
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ail un nuidulft Utférwiu ii un nombre {Kwilif donne t„. Si i'oii chouit les 
rlff ninnîArc la ««'il'- Y t„ soit convffr{»<?fiU;, b w?ric V M^ r^.r ) n-jm-- 

si-rif*' un»' fnru îiftri lioloiiKjr pli'- «Ir j; pour l'uil [Kiiiil / irajijiiirtiriit ni 
.1 l., III ;iu\ '•i(igiil.iiil<'s car, |<our <]<*(» vak-ui!» «J»: n si)|mm i<Mii< s à un 
«•••rlain noiiiliiv» v, !*• [Hiint t cfti oxténcur aux conlours .v„ i j m .juo ctiî 

f oiiUiurx InmiciiL ver» L ({iiand n croU indéiininiciil ^, cl la série ^ Kf,( x ) 

ronv<T|;c aliwilunicntet unifonnéincnt dans un ccrlain espace entourant 

d*aiJtr«! part, la tumim^H^Jx ) c»i holoiiiur(ili<- au ptiiiit x. 

K I 

AjrJuUius r|i}<! la dilKrcnce V(x) ~ ^ pcul «V'crirc 

uni 

I'm <;l ll„ <-UjiiI lioloiiiorjilii'ft «Jaith lu vi^ihiiiagc de L^. La fonction 
\miï donc se décotn|MKicr en une 80mm<; de fonctions ^Jx) n'ayant (|u*une 
Miiigularilrî en dehors de L, 

<»( r ) n'adim-l (|uc la siiif;iil;iril I. fhuis le voisinaf;»' de ci-ltc lij;in'. 

I.<'s r<-iiiai'(jiii->> faih-s mit la (ii'coni|io!iili(m des cuijjmrcs on piui>icui> 
autn>H (M!rmetti*nt d ajicrcevoir aisément les cas jirinciimux <tù le théorème 
KiibNinie, les cnupurfs ayant de» points communs. 

Dans leenHoA 1. liinii ' un i-spaci; lacunaire on peut prcndn- l<-s centres 
a, des c.'rcIf'H (|iii foiin ni I • 'nnioiii' v , iim!i plii-^ li, mais à riiil'-ii'MiP 
d<t ^. Ia: cas d'un*; toujuin- ouvcrlo AU ji<"ul ranimer à celui d'un «.'spacc 
tiK-unaire par la Iransformalion 

.r, j--!-- ^ i-^i-r - ■ a}{j- - 

<^)iiand I cspati! S cxlrrii-nr à L iidnu-l la n'|in'-M'iitalioii coiiloniK' sur un 
rerrir, on peut donner une autre diVmonslratîon du llicorènic. 
S*iit r.; ^(x) la fonction figurative de L; cctUi fotjjitio»* '««éaenle S 




sin u<;nks siNiauÉiu:s dks hinouons v> vi vtioves. B. î2^ 

sur l"<'S[KH*«' r\liTi<Mir 'i tni rorlnin rfrt'Ic (' du jilaii <lr< , , ilc rayoïi H ; 
à des cercles C„ de même centre el de ra^ ou ll„ (11^ étant supci ieur ù U), 
coiTcspoDd«nt de» courbes ff* entourant L et mi» poùils communs avec 
cette ligne. On peut raisonner »ur ces eouriies comme sur bscontours^» 
dWcs de cercles : la fonction à retrancher est alors de la forme 

' - (• 

Va-, <?v a. 

Ce sont les premiers tennr'-J f\u développement <h' /„( '") à Texlorieur <hi 
contour 9, qui entoure L el I.,. D.ui!? ce caf [si n admet pas de sin- 

gularités en dehors des L , , L, , ...,h„, L ] , cette fonction se met sous la 
forme 



où 

M')- v" - rT -î-'v|-^- -l' 

Va* 

désignant un polynôme en ^ ^^.^'^ ^, • 

On pourra aussi appliquer, dans bien des cas, les développements ( 2^, 
(3) ou (4). Par exemple, si L est une courbe convexe à rextérieur-dc la- 
quelle V( Jc) nVst pas délinie, et qui scfl dc limite à des espaces lacunaires 
I>„, à l'extérieur des<juels le développement (3) converge ( les |mmivcjiI 
ètredcii points isolés, ou des cercles), la fonction est dc la forme 

où 

Les lV\-=) |Mil^nômes en z, comme les ^) [ces der- 

niers sont les premiers termes du développement des /p(z) à Tintérieur 
d'une aire convexe, qui tend vers L]. On peut prendre aussi pour les v ) 
<les foiiclious qui n^ont quc dos pdles distribués sur L, OU dcs pôles exté- 
rieurs à L (d'après la première démonstration). 
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Si la fonction F( ./ ) a m singulariirs, u llesque elle esl la somme de m 
cl<''v*'lo|>pomonls analogues aux pr<'"c<'*d<;nls. 

Au ihcoiviuc sur la clLL-om|io:>ilion en somnjc correspond un théorème 
Kur la décomposition en produit. Il sufRt d'appliquer les résultato obtenasi 

^i-'-J. Si F( x) pK^senle une suite de zéros at et de singularités qui 

tendent vers L, on a [d'après la foi niulf (a )| 

f F(x) = [J ^J^^'/' ^ 7^. ' n *,(*). 

les //„( ' ) ne s'atiiiulanl pas el n adnicllaiit (jii line singularité en dehors 
de a,- désigne un point de L, tel que — «^J tende vers o avec?. 

z ) est lin polvMùme en s. En particulier, quand les singularités 6y 

sont des puiuL«i isolés, on a 

Y„( c) est une fonction holoniorplie de z, g„(z) un polynôme en z. Si e<'s 
singularifAv h, n'existent pas, on retombe sur la formule de développeniciU 
en pruduil, nidicpiée par M. Picard. 

On obtient d'autres formes de développement en appliquant la for- 
mule (3). Parexenqile, si K est un eercif C de centre O à l'cxléricur duquel 
l'i i ) est dérinic et holomorphc, les zéros de F tendant vers C, se dé- 
veloppe ainsi 

On parvicDl au même développement en uppliquunt la formule (4j, ou cii 
se servant de la remarque qu'on peut prendre les points à Tintêrieurde C, 
et ici les fiiire coïncider avec Torigin^». 

Il est a remarquer (pie cefto di rnicrc forme est identique à celle du déve- 
lop|)enient de 1'( j ) qtinTul l a Idrttjifie potii" point cssenli' l et est liolo- 
morphe dans le reste du plan. l'Ius g<'iiéralemcnl, si C est la limite de cer- 
cles qui enferment un espace lacunaire de F(x), le développement dr 
la fonction en somme ou en produit peut se mettre sons la même forme que 
dans le cas où F(jff) admet le point essentiel O, limite d^autres points es- 
sentiels. 
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On voit quelli? divcrsit*- di' foniK's on jmmiI doimcr aux (lovtdoppoauMits 
pruccdciilb. Lu seule dirilcultc pratique do lu laélhodo rcsidc, cuiuiuc poul- 
ie cas des points essentieU, dans le ealcol direct de la fonction dési|{néc par 
G(j?) et qui admcl L comme coupure. 

Il est fiU'ilr d«';s lors «h' former l'expression la plus géiiérak' des foiielioiis 
siiuplcincnt et doublement périodique». iNous dirons un mol de ces der- 
nières. 

4. ipfilicaiion.s aux fondions ilouhlriiwtii prrio{li(jti-s. En premier 

lieu, le Un' it i'ruc dos résidiKcl le lliéorcun' ilr t.iiiinilli -iil>^î>tiMil «|Uaiid lii 
fouelion doui)lemeiit përiodiiiui V( r \ adii^ l des. ï-ingulitrik-s (pielcohipies : 

car les iatégi-ales J b'(s)<{: i'i f j,,^^ //s (1* désignant le p:iriill«Mo}îriuiiiiie 

des périodes ) sont uuUes. Donc la aomme dea résidas et ceiie des ordres 
sont nulles dans P. 

Si, de plus, on eotisidèrc Tintégralc ^fj^J^' ' ^^^V/" ' *"* ****^» peine, 
en la mettant sous la forme 

4-cjLs)Î(P) U f L¥(s)d5, 

que lia valeur esl de la foniie mi» -h ni»', w cl a>' désignaiu les périodes. 
D^autrc puri, soii /{.c) une fonction hobmorphc et ne «^annulant pas à 

rextcricnr d'un cercle C de centre a, ^ développe dans cet espace dr 

la manière suivante 

/'(■'■) _ _>>_ _ a ,S 

et Ton a 

Si Ton considère chaque fonction /àj:) = / ' " ' Ivj entourant un 

J». »— * 

seul zéro ou une seule singularité de F(4r)], la somme de« quantités n/a^-f-ec/, 

dans 1', «'^1 (le ta forme nno ■+■ nio. 

En particulier, supposons qu'on développe la ronclion /^(u- ) en suniiiie 
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ou en produit, à Taîde de la série i , 

f,{^j:j— ht H — h ^ ' ■ ^ -H . . • 

J» » '/ 

Iftî sommes 2 ^' 2 ««'l*» dan» P, el la som m. V i /,^o^._^,) 

*'si rie la foriiio //<0i -f- «w'. Ceci icsuite de^ t galili-s établies au n" 1 duCha- 
pitrt: prêchent. Noua avons dit que a, vuùl i'afjUe de la singularité corrcg- 
pondanle : si Ton appelle reHe de cette singularité le coefficient changé 
de •. on voit rpic la somme des rexfrs des singularités dans P , ntifi- 
niriid'-s du pruduil de Ifiir n fjixe par l'nrdrr correspondant^ doit être 
tfffcili' ù une .somme de tnaltiplcs des périodes w et <o'. 

Si l'on applique à /,{ >:) les dcvuloppcuieiit (2), (iJ), ( les égalités 
(3') cl (4')t établies dans le Chapitre I, fournissent les valeurs des trois in- 
tégrales définies considérées, en fonction des <-o<>r(icients. 

RrrilirrMiiicinonl, on peut former une fonction (louhleinent périodique 
a^uiil /; singularités doiuiécs (ou p sin};ularilés el p zéros ) dans 1', si I<*s 
résidui), ordres el restes de c<'s siiipularilé,*, >éri(ieiit les conditions énon- 
cées. 11 suffit, pour établir cette réeiprotpic, de raisonner comme dans le 
cas des points essentiels : on peut entourer ioul<'s les singularités (formées 
ou non d'un ensetuhie de sin^^ularilés distineles ), de contours d'arcs de cer- 
cles, l'I a|>pli(pier la niéllioclo de M. A}>poll, ou In méthode de déconqiosi- 
tîon en sommes et en produits doubiemenl iuliius. Je renvoie, pour cette 
question, au Mémoire dèji cilé de M. Guichard. 

Quand les singularités se composent de n espaces lacunaires, on peut ap- 
pliquer aussi i CCS espaces le mode de développement (»), où la fonction 

élémentaire est remplacée par Z(s — x). Les termes du développe^ 

ment sont des fonctions liné-aires de Z et de ses dérivées. Cest la générali- 
sali*"'!! di" la tiK'lliode di- M. A[>iii ll. 

Il est laeile encore de développer V(r) (celle fonction présentant dans I' 
un nombre fini de zéros ou do singularités) en sommes ou on produits dou- 
blement infinis', dont les termes 9^(5 -h jn«i + nta') sont représentés par 
des inlép ales définies ou par des développements de lafwme (i), (a), (3) 
ou (\). La démonstration ordinaire s'étend aisément au cas actuel. 
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Eltlîn, s>i l'on emploie la méthode de M. llennitc, on vuil que 

et Ton sait développer /(l) el ^(t) qui ont a siogukrités dans le plan. 
Les fonettonsde premit-ro cl (ic seconde eapèot «^obtiennent de la mintv 

inaiiirro: mais je n'insistr pas (lavan(;ii,'c sur rns rfti(si()('T;)f ions, dont k' 
seul intérèL usl de montrer la généralité des raisonnements sur lesquek 
rqioge la théorie des points essentiels. 

;"). h'.fff'nsion dfs (/trorrrne.'s pn'rèilciits aux foncli'ons \'(x^y,:) 
qui satt-sjo/tt à l'cquation ^V = q. — Les théorèmes que nous venons 
d*énonccr ont leurs correspondants dans Télude des fonctions V(r, s) do 
trois variables, qui satisfont & Téquation AV = o. Nous nou» contentons du 
les énoncer: tes démonstrations se déduisent de celles (]u on a données dans 

le plan, à condition de raisonner sur Tinlégrale / / Si ^'ij''* 

comme sur ^ 

i" f 'ni- fi'iiriiori II Ifi-i-ii'i- rie n sirti^nlnri!'-!; (sii/is poiiils rnmritnnt) ett 
la somme ili' n Jonrtious \ ^ n 'ayant chacune qu une singalarth'. 
Lorsqu'une ligni' L divise une surface coupure j en deux parties î, et cr,, el 
que, sur une surface « traversant v et passant par L, V et ses dérivées prt*- 
mièrcs ne croissent pas au delà de toute limite, on peut décomposer la fonc- 
lion ipii admet i comme coupure, en une somme de deux fotn ii<ins uliiiel- 
laiil respcctiveiuenl les coupures i, el 5j. (^'lle <léconiposili(in est possible 
dans tous les cas, à condition d'ajouter une coupure arbitraire «. 

S* La somme des résidus de V est nulle dans tout l'espace, en définissant 

convenablement le résidu relatif au point à l'infini. ^Le résidu de v est la Vii> 

l<>ur di' l'inlV-^iale définie j jf * entourant la seule singularité a. ) 

(^uaiid \ ( r, présente des espaces lacunaires sur la surface desquels 

V est continue, on peut développer les fonctions V^, sous les formes ( (3^ 
ou (4)< La somme des coclficients de ces développements qui représentent 

les résidus est nulle. 

' I.ors'pii? les sing^ularit'-s S„ do V forment un • suit ? ayant p(»ur Umile S. 
on peut « iii nrc ittr'Hn> V( r. y. z) sous la forme \V(.f , v, ;) -t- — V ,,*'.' , »•. z \. 
les V, (./■._)% z ) n a^ ant qu une singularité S, el des pôles sur S, cl NV\a', >'. z > 
11. - Fat. dê T. B. 1 7 
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n'ajanl crauln' siiiguiuritc f|U(! S. La dcinonslnilion est idenlique à cclic 
qu'on a ilonnt'c pour le plan ; on entoure les S, d'une :>urfacc formée de 
portions de sphères dont les centres «/ sont sur S, et Ton retranche de 

chaque fonction V], s / / \—-L — \^jth les premiers termes de 

son développement A Textérieur de Quand S limite un espace lacunaire, 
on peut prendre les dans cet espace. On peut aussi remplacer la surface 
2»« P«^'' nne fiuln* siirfnrr, à IVxti^ririir di' liKjucllo on flévrloppc V'^ . 

S'il existe^ singularilé», Iclles que S, V(x,^-, z) est lu »ommo de/> séries 
analogues. 

(^e qui précède s'applique, en particulier, aux fonctions V(jr, y, g) « 
trois périodes. La somme des résidus est nulle dans le parallélépipède élé- 
nienlaire. Si l'on enloure chaque sin^^ularité ù l'iiiil'' (!«' portions di- sphères, 
on peut employer la ini'thode de M. Appell. (^)u.iiiil \(^',y, z) présente 
n espaces lacunair« > sm l.i surface desquels V(.t , > , z ) est continue, le dé- 

veloppenienl ( ' i, «mi l'on ifuiplace l éléiucnl sinijile ' f « ) par 

/.(.i ,y, z ), permet de {généraliser cette méthode. 11 est facile aussi d<' 
mettre \(x,y,s) sous lu forme d'une série triplement infmie, dont les 
termes \i(x -h mvi\y #10» , a + pta') sont représentés par des intégrales 
définies ou des développements (a), (3) ou (4). Mais je renvcùe, pour ces 
divers points, ;ui Mi'rnoii i- di» M. Appcll .sur les fonctions V(x,^, s) qui 
«alisfttni « l'équatiuit AV = u {Acta maihemalica, t. lY ). 
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DËCOMPOSlïIOiN £iS ËLËM£MS SIMPLES 

m rO.VCTlO.NS DOlUUUiM l'UilUUJIiUS; 
PAR )L HERMITB. 



En désignant par F(.'') une foiioiion iiiiir«>nne aux périodes uK et j/K'f 
oi par a. b, l ^<■s \tôlc& situés à riotêrieur du rectangle des périodes, on 
a l'expression suivante 

F(.r) = C + A „^ ^_^^^ 4- B îj^-^ 4-,..+ L „---,^ 

H-.... 

ciij bien, |ioiir af>iéj;rr, 

U(x-a)*-i**'* H(.r-a)^-i'''* B(a--a) 



La (|ii<iiitit«- "j' I^ j** j*'""^ li lIciih iiI >ùii[>l<' ditiis celle tonntilr. 

n'est pas doublement périodique, mais ses dérivées le suul, comme le montre 
la relation 

'Bï^ ~ K sn»* 

Il en résulte que les termes de la première somme sont d'une autre nature 
que les autre;-, mais la condition A-f'B+...H-L=:o permet de la mettre 
Il - Fae. Oe r. Cl 



C.2 mutm. 

aussi sous la forme doubicmeni périodique; c'est le premier point, dont je 
\aw ni*occaper. 

1. J'emploierai, dans ce but, la relation suivante 

siix e n j- <lm — sna cnadriH _ H (x-rw) B'(a ) H' ( <i ) 
sn'jr— Bii'<r ~" tHjr-t-a} 9{x) <»(«)* 

«|ui est une conscquciicc Uo rôgalil<- tondamciiuili' 
ChangcoQs, en cflcl, a en a + ik.' : on aura d'abord 

prenons ensuite la dérivée logarithmique de» deux membres de Téquatifin 

vv qui donne 

cil a ûna _ _ 
sua ~lil<») 

et ajoutons membre à membre. Au moyen de la formule 

I _^ su j- cii(» (Jii<i - su»! cit.r <l(ix 
»M(jr ■+■ à) " su'^"«ti*a * 

on trouvera, apri*» une réduction facile, la relation A établir. 

D'une autre manière, eu partant de la décomposition en éléments simple:^ 

de Li quanlii'- ^ <jn> n pour périodes 2K et ai K', nous opéreroti» 

comme il suit. \jt9 pôles étant a; = a, x = 2K — «t, et les résidus eorrei»' 

pondant!» ' 1 — •» — ■ •' — , » nous avons d'aboiil 

l_ ^. I [ l l'l.r — H T/ - ^O I 

OU plutôt 

a sn<i en a «tua _ ^ il' ( — a ) \\ (.r -t- nj 
wi»u — wi«« ~^ — a) Il(x-t-a)' 
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Pour dcicrmincr la constante, je fais a; s o, ce qui donne 

sua ~ H(ff) 



et, par oonséquenl, 

C— 5 H'f«) cnadn g 

* 

Nous avons ainsi régalilc 

1 ciia ûnn ]l'(.f—<t) W { .t- i.i ) B'(n) 

permutant x et a, on en conclut 

a»njr cpjgdng _ H'{.g — a) H'(x -t-rt) 6'(x) 
8ii*jr — «n*d; ~ H(^ — a) H(^-i-a) 8(Jt) 

cl cnGn, en rolnnicliaiil iiioiubrc à nieiiilHc, 

gn^cn -r iln.r — siu» cii ff «Ina _ H'(.r -j- n) B'f .n _ W ( > 

Cela posé, rélênient simplo "j ~ s\>btîenl en changeant a en — a, 
sous la forme suivante 

H'(.g — g) snxciij; diu 4- sn f tcn«(liia B'(x) S' (a) 

<'l voici lu iiou\oWl> expression dos fonclions doulilemrnt iHTiodiijues rii 
ré$uilc. En premier lieu cl dans ta sonime^ A Icriuc dis- 

paraît en vertu de la condition ]^ A = o; on a donc simplement 

Soient ensuite, pour simplilicr récriture. 



C4 iiEHHite. 
en faisant usage de règalîié de Jacobi 

iiout< Irouvuiiti successiveiUL'nl 
«M — rtj ^ sn'.r — sn'(/ 



La nouvelle expression des fouctionB donbloncnt périodiques, où n^en- 
treni plus que des éléments doublement périodiques, à savoir et sn 
dérivée, est donc 



sn .1 rii.f dnj- -t-gnacnffdna 

— sii'a 



2.,.. snjrcnxdnx-(- snacnadna _, ,. . 
A' II. ; s — S *■ sn" j: 

\i snxcnxdnx H- SDacnadnn ,, 
^ V • = s ■ !> Vjt^ s» 



ft Ton en conclut facilement qu'on a 

F(ir) =9(sn«jr) '^.(sn'.t )5nxcRJ!dn«. 

en dosifrnanl par ^(sn'.»' » ot !/( -n* r) dos fondions rationnelles en sn*.<-. 

Luc remarque ù Ia(|nelltî elle donne lieu iniuiédialcuient, cVsl que le se- 
cond membre coiUient un puiul singulier apparent, x = / K.', qui se trouve 
dans la formule 

— a) sn JT cn.(- 4I11X- r sua cna (ln<i 

en'dr — sn*a ' ¥(0)' 

(Test, sons ce rapport, uii^ imp. 1 fcrlion (|ui est évitée avec les ëlémcnls 
sinq)les ^î^ÏT^r^') ' observerons toutefois qu'il n'y a point de pôle appa- 
rent dans le cas particulier où, la fonction doublement périodique étant 
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j>airo, lous les pùlus sont biiaplcs, puÏMjuo alors on oblicnt 

I Asnacnadna 



{ 'a' cas irest pas le seul : il eu est encore tle même «lans d'autres circonsUinces 
où l'expression des fondions doubleiucnl périodi<|Ucs s'ollic sous des formes 
nouvelles que nous allons indiquer. 

II. A Cf'I ' fTel, je dij>lingu*- juii iui K s Ion» Li>j!t«; ;m\ périodes ■j.K el aïK.' 
celles qui >L- I cproduisenl au signe près lorsqu'ou ajuule à la variable Tune 
des demî-piriodcs iK, K-i- K; je les désifuerai par F«(a;), F,(x), 
F,{x)t de sorte qu'on aura ces conditions caractérisliques 

F,(*4.iK')=-F,(«), 
F,(* -H It -I- iK') = — F»(*K 
F,(jf-t-ll)=-F.(x). 

Considérons d^abord la première; nous pourrons écrire 

3F,(j;) = F,(x) ~ F,(x iK'), 
c(, en observant que l'on a 

(j'I L' ' ' * _ il 

la première formule de décomposition en éléments simples donne immé- 
diatomeni 

L H - à) «T-^^ J 
..^ 

el, par conséquent, 

a F, (*) = 2 log»B(x — a) 2 A'D^ logsn (x — a) -i- . . . 

ou, plus sinipletueul, 



C.6 IIKRMITr.. 

si l'on n'oiupioic que les pôles conlcnus dans le rcclan^le ayanl pour côtés 

aK « i K'. 

Do la inènic luanièri", en faisanl iisape des é<|Uali»»ns, 
U'( J -i- K -n K' ) _ e, (.r ) iz 

MOUS Irouvenms ennui li' 

Ces quantîtés prennent une forme plus simple, st Ton change dans la 
pri-nii<>i'(' en X H- cl dans la seconde x en x -i-K-*- /K'. Nous avons, 
en eflel, 

sn(.r i-K) I 

en écrivant donc 

F,(x) et F,(*). 

au lieu do - 

iP,(jfH-K) et sF,(«H-K-f-/iL'). 

on oblienl n'nm les formules 

F,(*) = 2 A,D«l0Kcn(2 - a') +2 A', Dilogca (* - a')f.... 

Les cxpresaions des fonctions F(.r), F, (./.-), auxquelles nous 

venons de parvenir, ont pour éléments simples les fonctions doublement 
périodiques 

SIIX 

D«logcn * =5 » 

n I ■ < • S" *" ' " 
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v{ ne pri-^eiucnt pas de pùle apparent; voici quelques remarques auxquelles 
elles doancut lieu ^'). 

III. L\'\pressi(>ii, par une soinmc d^élémcnls simples, des foncliona ni- 

lioimelles et <l«*s fondions (loubli'incnt pr-rinflirpio^, rloTinr iiniii('rli.it('ni>'nl 
leui"» iiilé^'ialcs; on obtient ainsi pour les lonciiuii!» douiilcmcnl périodi- 
ques les plus {générales, désignées pi*écé4ciDOiCQt jiar F ( x), 

f F(T)dje = C* + 2 A logU(Jr — ) + J ^'^(^- a^ " " 
puis les formules, auxquelles je m'arrêterai un instant, 

j'Vt{x)dx = 2 Al logcm ( JT — rt* ) 2 *i — 

y Fa(x)</j; = 2 Atlogdn(«r — a') + ^ A',U^logdtt(jf — a') + .. 

Soil |ïour un iuslaut snx — \ el U(i) = (i — (i — A';-), on aura 

F,(x)=/,ii,v'ïur)i. 

en represenlani pary,,/^,/, des expressions rulionnclles eu $ cl vK(5^; 
cela étant, on voit que les intégrâtes 

s'expriment sous forme Unie explicite, par les fonctions clcmcnlaircj«. Soit, 
du pluii, 

/U,v1ûr)l=/il«, ^ttU)J +/.U. \/îÛÔl +/.U.v^iU<)J. 



(t) Dam aae Noie du Journal de LiouviUe, tut uae fonnole d'Euler, aanèe iS;^. je sur» 
arrivé, par «ne «vire mMbode, i cet méiDM formult». 



C.H HKnMITt. 

il en sera de lucaiv de la quanlitc 

de surir (lu'oii a ainsi un type (I< - inl' '^rrulfs <jtii onl élè nomméi-s pscudo- 
ffUipti^ucr. Revenons mainlcnanl ù la variable x, cl poeon», pour abréger. 

Cl' qui pennel d'écrire 

il i sl facile «IVlaMir la n-lalioii 

F(j-) + F(x -»- « h j -H F(jr + K -t- iW) + + K) ^o. 

<Iuraid4roris, m <>ni-i, les (|iintrr U inics qui dcpcndcnldc la même fonc- 
tion, par cxcni{dc : ils donncnl la somme 

F,(x) + F, (* + iK'> + F,(x + K + iK') + F,(x -t- K); 

or on voit immédiatement qu'elle est nulle en vertu de Tég'alité 

r,(x) -t- F,(J -»-<K') ~o, 

cl it est dair qu'on a de même 

F,(jr) F,(x -»- 1 K') 4- ¥,{T + K + iK') + F,(Jf +- K) =o, 
F,(jr) H- F,(x -t- iK') + P,(* + K + iK') + F,{x + K) = o. 

J'ajoute maintenant que toute fonction doublement périodique F(x) (|ui 
«atisfail à celle condition, pouvant s'écrire de la manière suivante, 

liV{a!)= F(x)-F(*-*-iK') 

H-F(«) — F(«-»-K-i-il[') 
+ F(«)-F(* + K), 

on en conclut cette expression 

F(x) ~ F,(jf) H- F,(«) 4- F,(«). 

El1ccli\t'iiii>iil li's «liHV'i.MUH's 

FU)-r(^-j.iK'), f(j^)-F(x-i.|t-MK') el F(jr)-F(^s-K) 
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oQrenl les propriétés cai aciéri-stiquos de F(x), F,(*), Fj(«); elles se repro- 
diûient diftngées de signe, en y rcmphiçant saocMBiYeittcnt x parx -h iK% 
iT -i- K + i K' et d? + K.. Il en résulte que la transformée par la substitution 

8n« = 5 de rinlégralc f F(x)dx, cVst-à-dîre 1= f ZJj^^vjipj ,/î , 

sobtient sous une forme linie explicite au moyen des fonctions clênieu- 
taîres, et représente une intégrale pseudo-elliptique. Je remarque encore 
qu^ayant pour la fonction doublement périodique F(«) cette expreaslon 

F(x) = 9(8n'x) «j/(sn'x)SDf cn^dnuT, 
où 9 et <{« désignent des fonctions rationnelles, on en conclut 

de sorte que l iii'i'Crrale J se décompose en deux parties, dont la pr<»nii«»re 
f ^^ll}^ seule il considérer. CÀ;la étant, je dis que la fonction ^{V) 
vérifie la relation 

Changeons^ en effet, xr en — x, dans régalité 

F(«> + F(« -H iK'> + F{« -hK + iK') 4- F(« + K) =o, 

on obtiendra, eu égard ù la périodicité, l'équation 

F(— jf) -i- F(— jr — lit') F(— * — K — iK') + F(— * — K) = 

et, en ajoutant membre ù membre, on condut que la partie paire de F(a;), 

c'est-à-dire '5>(sn'x), satisfait à la môme condition que la fonction elle- 
même. Cela étant, la proposition énoncée est la conséquence des relations 
élémentaires 

C'est M. Goursat qui a donné ce lésiiltat, dans un beau tra\ail intitulé 
Note sur quelques intégrales pscudo-ellipliques, dans le Bulletin de la 
Société madkémalique de France, t. XV, 18S7. Je renvoie aussi sur la 



C.IO IIF.nMITC. 

mi-iiuî »|ut'slion u dVxcellonlcs rcclicrchcs (ju'a publiées M. Ilatry dans 
le itîAriH' ll<'ni(«il. t. p. ji; la inL-lhodo dos deux auleiirs. qui n'eui- 
pruuloiit rien à la lliéorio des foncliuns doublement périodiques, étant en- 
tièrement différente de celle que j'ai suivie. 

[V. Je considérerai maintenant les fonctions aux périodes /|K «'t 
4/k.', pour montrer succinctement comment elles se décnfnposent en élé- 
nieiitt» «iutjdes, qui sont encore formés au moyen des quantités snur, eux, 
dnar; voici, dans oc but, une première remarque. 

Soient) pour un moment, 



ou aura les ugaliiéi» 



n (jrH-aiK')-4 ll(.r). 

n,(j--*.ai'K')=— n<j ). 



et l'on l'ii cdiichil que \n l'oiicliuii proponée ^*(x) s'exprime par la somme 
do deux aulrc!» dont lu première se repro<luit et la seconde change de signe 
quand on ajoute aïK.' à la variable. 
Posons ensuite 

i*,<x)z^ll(.r)4 n{x-f*K), 
a*, (X) ~ n(x) — 0(x -t- aK) 

et semblablemeni 

= II, (a-) -h lli(jr 4- a K); 
nous en déduirons cette expression 

où les termes du second membre satisfont aux conditions suivantes : 

-h a K ) = + ♦,(x). X + a/^K') =s-|. •,(x). 

(X H- a K) = - «,(x), (« H- a/K'} -K «, (x). 

♦,(x-HaK)=-*,(x), «..(r 4- QiK)^ -♦,(*), 

».(«-f-aK)=-i-«,(x), «,(x + atK')si-.«,(x). 
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Elles niorilrcnl que *o(-f ) revient à F(jf) ; oa voit aussi que (x), *,(x), 
peuvent être conndérées comme des fonctions doublement pério- 
diques de seconde esp&cc, ayant respectivement les mêmes multiplicateurs 
que? KIIJ-. cnr, rln r, qui leur serviront d'éléments simples. Nous avons 
donc, en premier iicu, 



.1 . sn r rn .rdn j -4- sna cnadna 



Viii. snxen«dn«-4-9n<icDadn<i , 
-2* A' SSTFUiHfS 8' *• 

V sn«cn Jcinx-H sna cn«ilna , 
- >. A 1*4 ■ , , — 9 sn"* 



puis, en représcnianl les pôles par a' -i- i K.', a" -h 1 K', a' -m'K.', . . . , 

♦i<*) =2*' " ^* ~ ~ "* 

♦,(x) ^2A|Co(x — a') -f-2]^jDjCn(x — a')-+-.. .. 

•*(«) =2*» - o +2*'»"** - • . • • 

Cela posé, ù la formule jtrtkédcmmeul donnée pour ^.(-f), à savoir 
#^(«) = 9(sn*«) -+■ «|'(SD*«) n«en«dn«, 

nous ajouterons tes suivantes, dans lesquelles les lettres f et t}r désignent 
des fonctions rationnelles : 

(«) = f , (so*«) 9ûs+^t (sn*x) tnx dn«, 
(«) s f a(sn* j») ea« -h <|ik(stt*x) saxdiix, 
^{«) s 9«(sii*x) da« + <|ik{sa*x) sn x en x. 

Oa les obtient au moyen des relations élémentaires pour Taddition des 
urj^uments dans les cléments simples sa«, cn«, dux, ou «Dcwe en remar^ 
quant que les produits 4^,(x)snx, 4t(^)cn«, 4^,(^)dnv ont pour pé- 
riodes 2K et aïK', et rentrent, par conséquent, dans le type analytique 

de r). 

Ces résultats montrent que 4»(x), c'est-à-dire toute fonclion uniforme 
dont les périodes scmt 4K. et '\iK', s exprime en fonction rationnelle de 



C.I2 HBRinre. — imaQin sur u nicoiiposimm » tiâMom snms« ne. 

snx, cnx et dnx. J'indiquerai comme exemple les formules suivantes : 

SB*— = 1 — » sn'i — + K| = — . y -'» 

Je remarqaenû aussi que, en posant 

ce qui donne 

on a la relation 

-»- V(* + a*K') + V(« + ait -»- aïK') + V(* -t- sK) = o, 

et qu*on peut en condore INnpKssion de la fonction V(x}. 
Soient} en effet, pour un monent, 

nous obtenons d'abord, d'après Tégalilé admise, 

Ola ('tant, on trouve ensuite, en ayant égard à cette même relation ainsi 
qu'à la périodicité de 

»r,(arH-aK) = -H'J*,(x). 

et pareillement 

'r,(.r-4-3,K') = +'F,(x). 

«J»(x-i-a/K')=-i- V,(x). 
>r,(x-4-aiK') = -V,(x). 

On voit donc que les fonctions ./■ ), ^'j(x), ''î*,(x-) possèdent les pro- 
pri(^t^5 cnracléristiques de ^«(a;), ce qui démontre le résultai 

annoncé. 
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SUR UNB 

ÉQIATION DIFFÉRENTIELLE DU SECOND OUME 

Qci jocB DR wAus iKMinjixr 

DANS LA MÉCANIQUE CELESTE; 
PAR M. F. TISSERAND. 



PREMIÈRE PARTIE. 



i. Il s'agil de r^qualion 

(a) ~ -i-s[ii«H-aeicoB(/r-^-i)]=:ll, 

où Ton a 

(*) U = ^A;C0SV/, V,=: + 

rt, a. /, If, A,, /, fl hi sont des conslanlos «lonnrcs : c'csl «loue une ('■(|uatii)ii 
dillt'ioiilii'llc liiicuirC) à coefficicnls variables, avec .second membre; elle a 
été rencontrée il y a loDgtcin|)â |)ar d'Alembcrt, à propos de la théorie di* 
la Liitie (Optucules, t. V, p. iiO), el par La}::raii};e {(J/'Jmrrs, I. |, 
p. 'tSC}). I.a même éqnnlinn a été éludiée à divers j)oiiits de vue, dansées 
dernières années, par .MM. Hriin^. (^allanchean. Gvidén, Heine, iiili, Lia- 
douiaiin, LimUledl, Malliien, Poincaré, Slielljes, etc. 
M. Hill a fait des travaux très remarquables sur Téquation plus générale 

•j^ •*-s[n*+ axcos(/i'+ 6)4-a{îco»(a/i?-i-aii)H-, ..] = If. 

Mais, dans ce Mémoire, nous iic nous occuperons ijik- di-s recherches de 
MM. Gyldén et Lindstcdt. 
La métlKxle de M. Lindstedt c»l très simple et donne le dé>'e!oppcmcnt 
II. - Fm. de t. D. I 
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V. TISSEIIAM). 



ilo rilUégrale générale de Téquation (a) à l'aide des sérit;» irigonomé- 

triqups. 

Celle de M. Gu idon est pins savanlc ; elle; uUlUe en elTel les beaux travaux 
de M. Hermitc Burrintégratioa de l'équaiion de Lamé au moyen des fonc- 
tions ellipliquca. L'éminenl direeteur de robservatoire de Stockholm a hât 

une applîcntion irnjwn i.niic de ses formules à la déierminaiion de Torbitc 
interTiiêdiairo de la Lune; h's princip*"; <]<^ son nnn1v-;r, riansce dernier pro- 
blènir, onl été elaireinenl exposés dans vc l{eeu<>il nunie (t. I) par M. An- 
do^ er. En deruier lieu, oiicâl Lien oblige de remplacer les fooclions ellipli- 
ques par leurs développements lri|çonométriqueB. On doit évidemment 
retomber su:- les formules auxqucll<> rtiiuluil la méthode élémentaire de 
M. hindi'ledt. C'est à la eonjparaison de ces deux ibéories rpie je vais 
m'appli(pier, fl ji' m'occuperai surtout de l'appliciilion à la llirruie de la 
Lune, en suivant les calculs sous la forme cm|>loyée par ^L Andoycr. Pour 
être bien compris, je devrai forcément reprendre, mais aussi brièvement 
que possible, Texposition des deux méthodes, en y ajoutant quelques com- 
pléments qui ne me semblent pas inutiles. 

H. Négligeons <l abnrd le si;t<ind membre de Tticpiation {a)] par un 
changement de variable très simple, nous aurons Téquation 

(A) ^-4-«(ifJ+ao,cosa»') = 0! 

nous admettrons que a, est mi eof-ffiriciit minu'ricpie petit dont on pourra 
négliger les [niissanees à partir d'un rang peu élevé : c'est là la circonstance 
qui facilite les approximations. 

En adoptant l'exposition de la méthode de M. Lindstedt, telle qu'elle a 
été présentée par M. Poincaré, nous allons prouver qu*en posant 

I 5 = 5, -i- o,;, I fl|;, t . . . -t- n';;^, 

(0 = -♦-«i Kl-»- «î (on * pria fi,— a,), 

( wiiifiv^^ désigne une constante arbitraire), 

on peut déterminer !<•< quantités u.,, Uj. (x^, et les p -+- t fonctions 
z^, des arguments v et tr, d<,' telle sorU; qu'en substituant la valeur 

ci-dessus de z dans Téquation ( A), elle y laisse un résidu de Tordre dcof**' ; 
les quantités |A/ dépendront uniquement de a,. On prendra pour les fone- 
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lions 9i des expression» de cette forme 

OÙ les coefHcicnis B seront des fonctions de Oo qu*il s*«gir« de déterminer. 

7^ contiendra c explicitement et implicitement par fv, dont la définition 
est donnée par lu dernière des lbrmuicB(^i). 

On aura donc 

' p 

i = * 

Si l'on pose 

(3) |i*=«*+Gi<i,H-Ciaî-»-C>a;-t-..., 

les coefûcicnls (^,, (J^, . . . seront des polynômes en [a,, jXi, ... que l'on cal- 
culera aisément en partant de la seconde des formules (1 ). 

Cela posé, si IV.ii Milistituc ilaiis (A) les valeurs de z. j-'t [ji i-i y déter- 

niinées comme on vient de le dire, on trouvera un résultat de la forme 

uu écrira les équations 

R,=: II, — R, . O, 

de telle sorte que le résidu de la substitution sera 

R^,flf" + K^ar' -+•••» 

et contiendra en focleor quantité de Tordre p-t-t. 
On trouve sans peine que Féquation générale — o peut a*écrire 
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en faisanl 



■ aj<_i cosn*. 



On rcmart|uera qii<> lii ({iianliti- Ai ne dêpcixl quo de 2,-.j, 

poiirra tlonc <!<'t rmîii r ,1 ■ jtroclio on proche les fnnriions z, on partant tic 
Utum exprcïi^ions j;< ii«'raics (2) l'I <It' l <'<pialion «If Cdiulilidu ( a ). 

Supposons i|ui', par ce calcul, on mil arrive ù une c.\prc^siun de Cfito 
fnrmi* 

(4) ^ D/' COS(.» -i- 3/I1-). 

Si l'on subsUluc dans (x) les valeurs ^2) 01(4) de elili, on trouvera 



Nous vérifierons donc réijiialiorï {a.) en prenant 

el celle valeur <lo lif sera admissible, sauf le cas de h = o. l^u se reporlanl 
k le formule (.{), on voit t^ue a, ne doit pas contenir de terme où rargumcnt 
soil égal à w seul. On devra donc avoir les équations 

(5) iv; - 0, I),' o, .... l>; - o, 

et ce soiil ces i-<|ualions (jui détenniii'M'nnt a,, a,. [A,; après quoi, les 
formules ( ■2) et (r ) dclcrniincronl les quanlilcs 
Nous prendrons 

expression (pii vérifie bien Téquation (A) lorsque Ai «Si nul; 
( ^) nous donnera, à cause de C, s a,(jL,, 

A| = — 3<l«fA| COSii' -h roS(«l' ■!-»(') 4- cos(«' — 9 1'). 
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On devra donc avoir (t, = o; on aura ensuite 

PV'=H-». »«,-"= +î, 

d*oû, par (e), 

Avec les valeurs (b) et (7) de et s„ |a, = o, on tire de (^) 



<i ou 



iwii. C<>S(ll' — 41') Il 1 I 

^i— —T. .— -i V • -t- 77 T t. ; — aMi"» I costr; 



le coefficient de doit disparaître : on en conclut 

On trouve ensuite, en opérant de même, 

_ _ — i5tf*4-35o; — 8 

et Ton a cette solution, dans laquelle nous introduisons un facteur con- 
stant)],, qui, avec donnera le» deux constantes voulues, 



I 



(B) 



« = m.ecksw ^^^^^^^ D»oos(i*'4' a f) h- ^^,^1^^) "~ * '"> 

-1-1 - - tj»C0S(iv-»-4<*)h- , , , ir.oCa«(tt'— 4»"> 

i4it-t-a,>v-» t-tf») I --«^1(3— a,) ' 



.1 



384(1 -r 1 1. 2 -r- (7o H ^ t- ) 



— a\ —g — ^ ,'- T)eCOs(«v-i-ai') 

ÎW4(. - a,) (^1^,) ^>cos(.^- 6.). 
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(^<iio soluilon, tran^rtée dans Téquation (A), y kiflscra un résidu du 

quati "nMiic onlrc 

()i) (loiiionirc aiscinenl, (U* proclu' rn proi-hc», qui- ne contiendra que 
Iça arguments iXfdiaiVf (i>±(3i — 4)f'i •••» rallument étant excepté 
lorsque t est pair. 

Il importe de voir qu'on ne rencontrera jamais d'impossibililc dans le 
ralrtil i)t s rpinulilés fn^ d'après les équations (5). Supposons, en effet, que 
l'on ait trouvé 

ix,-o, fi, = o F**-i = <>: 

il en résulte 

Ci = o, Ct=Qf C|f^i=o; 

les équations D[JJ,' = o et D^%, = o donneront, comme on le voit aisé- 
ment. 

Or on a 

(le coefficient a du dernier terme devant être remplacé par i si / est pair ) et 
on aura donc 

aa,^M = U,V-i — 3H«i*«-ï — trt — 

La valeur trouvée pour |Stf sera toujours admissible. 

On voit en même temps que (i est une fonction paire de a,. 

m. Il faut maintenant rétablir le second membre dans réquaUon (A). 
On trouvera rinlégrale générale de la nouvelle équation en COn»>i-vant pour 

z re\i>ro<^trvn nn ilylifjue ( IJ), et fai^ m! v.iricr les constiintes r^^ '^l suivant 
la métliode bien connue. Je vais donner la formule à laquelle on arrive 
ainsi, mais je le ferai eu prenant réqualion sous lu forme (a), ce qui sera 
plus commode pour les applications. 
Soient 
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rintiégnilc générale de réquation (a) «era, en neigeant a*, 

s ^n,cogti>-t- 2 j^ ^^j^^ ïitcoti'y-h it) -+- ^ _' ^ ^ % cos ( 1»^ ~- A' — 6 ) j 

-t- T,. \ , -ïi,co8(»»*+9/i'+aà) + -j -V- : t(, cos(«'— a/r— 

+ — ,V A,cos(Vv-H/»'-»-/.)r;— !— ( ' 

V A, CM(V,- A' _ A , r - J— ( '—J — 1_. ^ 

JUKI L/-è- 2rt \^ -t- /— /, Ji-J-/^/ 



'Àitl , 



Uni' 



• / 1 i_ \ 

(i — n){l — -xn)\fJi— xl-i-lt'^ 'fi — l,) 

IV. Calcul approché de la latitude de la Lune. — Soient 

V la longitude de la Lune, comptée sur le plan de l'écliptiquc suppose livc; 
9 la tangente de sa latitude; 

m le rapport des nioycuB mouvementé du Soleil el de la Lune; 
9 une constante. 

On a (ANDOvea, lœ. eit.% en négligeant les petites quantités du quatrième 
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On iitiui an convaincre aisément «n te r^iMriant à la mamire dont ceite 

t'UmtUm » ^U; t'Uth]i*i, na*i la fiortion i — ] //<' <Ui c' x-fïïcient de « «st exacte 
au troÎM' inc otflff irn -, i . i !iili\ciii< iil rn. 

h'<-<|uatioii ( i-<«t une <i}<jualioii *ijfl<.n,nli«;lle linéaire à cocfiiciotit* |>i*- 
i-io(Jii|u«;H <;t M 11^ K<;i;oful roemlire; nous b ramènerons au type (a) en ckan- 
Ifvant de varialiie et p*«ant 

-m*f •lal.i-tiw t vjifv 

on trouv», avi;c la mAmc {iràcmon, 

^fl) + aji jjm' -t- co»((a — iim)!'— a»J| i=o. 

La r<*iii;ii<jii«; Unli- i i-<l< >su!^ s'a|j|j|i«jiic à la porlioii i 4-^/"' du coellicu'iil 
fie 2, qui la niAroe <juc dans le coefficient de 9, 

IVjitr faire coïncider réf|uation (fj) avec Ca), il suffit de poser 

n'i-t-t'lm\ « = |m*, — m), ^>=— 

d%i^i 

« 1 -t^ * m'+ do* Imiios on w', /«', . . 
/— a« T. — aiM(n-...), 4«*— — 8im(i +...). 

Iah (liviHeurK l •» 2/i l't — /in' sont pclils et, par suite, importants à con- 
sjd<^rer; In formule réduite h 

; f,„<«tb>r •)- 7-.'-^— — rïj, CO»(»i'4- ^»'+ 777-" rtJ,COS(ii' — /♦>— 6), 

«• f*r -I- 1, 

8,1}, rosti'M- 1*, cos[ir-(- (a — a m) r — adj — J imïJi, co8(u'— ta — a m) »• + a »]. 
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Le cooflicieni éu dernier tenuo du socdiul mombre étant du second ordre 

par les fadeurs m et y],, il convioiil «I'' Mipprimer le lermo précédent, qui 
est du troisième ordre, à cause de m ' i]« ; nous ferons en même temps 

i|r=— goK— 7. Itssg, 

et nous aurons 

s = « sin — 7 ) îmx»in[(a— («r — ai»)^ — a» + y]. 

i^ii fonuule (6) donne, avec la niêine a|)|)ro.vinialion, s =s z. 
Voici donc le résultai au(|tiel nouK arrivons : 

(U) f,' = 1 ■ ] m'— m". 

(E) s ~ x siii(^'f — y) -f- î'ii i. .su4v j — g — i'H)' — yj- 

Les cofflu-ioitls (le /n' et ut'' <î;iiis ( T) ) ■-or)J fxarts. ronime on le voit eti 
e<)ni|)arant avec les valeurs trouvées pour ji; dans les diverses théories de ta 
Lune; on connaît ainsi le mouvement nio^cn du nu>ud à ^ environ de sa 
valeur près. 

L*cxprcwioii (E) de « contient tou« les termes do second ordre. 

\ . C alcul approche de la projfclion du rayon vecteur de ta Lune sur 
le plan de t'éciiplujuc. — Soient ^ telle pi-ojcclion et 

u = a(i-i>p), 

a désignant une constante et p une quantité variable du premier ordre. On 
trouve aisément (Andoybr» toe. c//.) cette équation différentielle 

avec 

, / =a(i — m), 

f -¥ {)t'cos(a^i' — ay) -t- Iroisieiiie ordre. 
Dans le premier membre de (C'), on a négligé les petites (|uantiléi> du 

II.. Fae. de T. 
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(|ii;tlrirmi' ritdrc; t()i]lr>ff>is on poul s'assurer (pie tn |iortion ï — U»'^ àii 
coffticu'iii lie p lie conlicndrail pas do terme en mais sculeineiil des 
termes en m*, m*, . . si Ton pounait plus loin ks calcak. 
Pour mmener Téquation (Ô) «u type (A), nott$ ferons 

(Ji) p = «e'» ' 

ce qui nous donnera, avec la même approximation, 

(11) ^+3j,_|«»_|««(3-l/+^)co»[(»-aJi.).'-aff]j = i:. 

( >ii iiiirait dû iiielUv, duiis le socund moinljrc, au lien de L, 

muis, en rcdui^ianl rexponcntu-Ue à 1 ututé, cela revieiil a négliger dans L 
les quantités du quatritaie ordre, ce que nous avons déjà fait. 
Nous ferons coïncider (i a) avec (a) n nous prenons 

I «*=! — } m', / — 1! ( I — w ), 

Nous aurons d*abord, d*après («f), 



La formule (e) pourra être réduite à 

\ , désignera succossivemenl tes trois arguments o, (2 — am)p— -20, 

'2gi — 27, de L', formule (10); 
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A,- désignera sacccwivement les coefficients des cosbos de ces trots ar- 
gument!!; 

Xj désignera succossivcmciil les coefficiciUs de v dans k-s trois arguinenls. 
G>mme pour «, on devra prêter une attention particulière aux petits 
diviseurs / — an et 2* — 4 n'; on trouve, en se bornant au second ordre, 

s—nt eus 11' f- mrtt cos£«i — (a — 2 /« ) c -i- 2 5] 

— }m'— îx*-4- i»»ço»[(a — am)» — as] — (x*cos(3^'t- i. 

On il laissé de cùlé le terme en cosftv (2 — 2w )v' — 25], parce ijuc son 
fufflH ii'tM i nirlicnl le f;»rlfiif m''r^„, f|iii esl du troisirtiH' <inlri\ Il fant 
mainli'iiaui porter celte valeur de ; dans (1 j), qui donnera, avec la préci- 
sion cherchée, p = « ; nous ferons en même temps r^, = = — c, =: 
et nous aurons 

' i — îx*co»(a^ — ay)-i-i^wiecos((s — c — aai)»' — aff-»-»]{. 

Nous allons maintenant procéder à la mise en nombres de la valeur (D') 
de c; nous prendrons avec Laplace 0,074 8oi3 ; les formules (i3) nous 
donneront 

800 3974; logitsT»998i6g8; logo* s $,3469178: 

<l'où 

c =^f>,yy| jGj; I — 0,008 43s. 

f^a valeur exacte de I — c esto,oo84^2> • ■ ; on a donc le nioveii mouvr- 
nicni du périgée avec une grande approximation, à i^^^ de sii valeur 
«rnviron. 



VI. Il est bon d'approfondir le résultat ci-dessus, dont ta précision im's- 

péiée esl un peu forliiile. 

En effet, les lliéorics plus complètes de la Lune donnent pour expression 
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analytique de i — c une série ordonnée suivant les paistances de m et de 
«y, e*, X et ^ ^«'s exceniricitc de Torbite solaire, ^ = rapport des grands 
axes^ ; or, notre expression de i — c laisse entièrement de côté e, e\ x, 

«M y,; «m iir (II. il (lolu la < oiiiparor qu'îi la poi tion do i - c <|ui no dé|)end 

que df m, vl (jui csl fournie par une lliéoric ccrlaine. M. Hill donne pour 
cette portiou 

I — cso,oo&S7«...: 

nous avons donc celle |»orlion de i — c à i', jnès. 

Pour pénétrer encore plus avant dans le sujet, je vais développer suivant 
les puissances de m la valeur (U) de c, en y remplaçant, Inen entendu, a, 

f; n jKir leurs valeurs 
Je trouve successivement 

(.4) « - - : m' (a -H « -H .'. ^ i^T^} 

(15) a = — fm'tn-t. M + (8 — 8m)(i h> | m H- V «*+ • - 

X — J m' ( I o -+- Y m -+- ' ' flj' -(- . . . ), 
ai»=r »{» /M» ( I -+ }i w I ' • ■ • 

«*(/•— 4«') = - 8 ù — j m — î /m' + . . I . 

4/1^/'- "')(/'- 4"')' ~ stîtr'" 

(16) c=i-}ot»— Wm'— ♦^m'-iliJP'n'- 
Voici la valeur exacte des cinq premiers termes de la série, d'après 

Delaunay, 

(17) c = i- fm>-Wm*- \Vt «' - *ii\t- w». 

On voilque loscoefiit ieuls (K' m ' cl do m' dans (iG) sonl ct>n ccls; cl l'on 
pouvait répondre a (|ue cela devait arriver^ mais, en comparant les 
coeflicienis de m* et dans ( i (>) ei 1 7 , on remarque que, si ces cocriieion is 
ne sont pas les mêmes, ils ue dillèrenl pas beaucoup; ainsi, l'i-rreur relative 
du coerticieiil de m* est de ^, cl celle du coenicienldc m* csl de ^. C'e»i 11 
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(-4'it«' circoiisuiiice que l'on doit d'avoir trouvé plus haut la précision déjà 

In'-s grande de 

Si Ton ne gardait dans la Ioi-hiuIl' que les termes en m' cl /«', qui 
sont seuls exacts, on n^aarait i — c qu'A : près. 

Il est important do remarquer qu'il est intpo»sil)lt> de lrc)uv<<r, en o|)vranl 
comme nous l'avons fait, les valeurs eomplèles des coeflieienis de /«* i-l 
fhins r.îr, f!;iri< rc-rjuntinti ('(*">, lu pctrlion i - ! m'" du e<j(^nicifnl »le 

demande à être tonqiiélee par des tenues en m*, m', . . ., et de inèuic pour 
le reste de réqualion. Toutefois, la comparaison des deux valeurs de i — e 
montre que les termes ainsi n^glig^ sont relativement peu imporlanla, de 
telle sorte que Téquation (12) rcaUsc, sous une forme simple, une approxi- 
mation déjà assez grande 

L'une des grosses difficultés de lu théorie de la Lune pi-ovienl du peu de 
convergence des séries développées suivant les puissances de m; cet incon- 
vénient se manifeste surtout dans rexpresston de «, formule (17); la conver- 
gence est cxlrèmement lente, parce que les coeflîcienis des puissances suc- 
cessives d*' m vout en aiitîntfntant r>t eu si- eompluiiniil rnjiicliMnenl . Ces 
grands coel'lirii'iils n|i|iarai>>riit quand un |ia>sr i\r la ff>i imili' ( 1 i ) il la for- 
mule (i5); ils proviennent du «lèveloppenient de la fraction 3 _ l,^ ' "^ ^ J f ji' 

lequel es! |H n ronvergent. Il si-nihlf qu'il y ait lieu d'éviter ce développement, 
ou de raiiiéliurer, comme l'ont proposé MM. Hill i l Adains, en posant 

m = trouve, en effet, dans cette hypothèse, au lieu de (17), 

rexpression suivante pour c, 

«= I - 1 m*»-!. H «»'»- Ht -H i-;îi «*—.. . 

série beaucoup plus convergente. 

On voit que tous les résultats précédents ont pu être obtenus sans qu'on 
ait eu besoin de recourir & la théorie des fonctions elliptiques. 

Il nous semble (jue le mérite principal des travaux récents de M. Gyldén 
est d'avoir montré (|ue l'on peut obtenir nii^' ^tilntion déjà In-î approchée 
du mouvement de lu Lune, ce qu'un appelle i orhile inlerinédiairc, à l'aide 
d^équations diflcrcnlicUes linéaires du second ordre à coefficients pério- 
diques. On peut foire ainsi bénéficier l'Astronomie des progrés importants 
qu'a faits dans ccs derniers lemps c< tt.' Iir inrhe de l'Analyse mathéma- 
tique. 11 est bien remarquable que, dans le Mémoire déjà cité, Lagrange 
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ail ('II' atiii'tK', il y a longtemps, à propos det perturbations de Jupiter et de 
Saturne, à une équation, 

fi* z il: 

tàn{tv •*-f>)^. + « [«*-!- Bco«(/i' ■+- *)) = V, 

tii- ini'riic fiiiine (pic cpIIck (|ti<' M. <iyl<it''ii ;i rplromci s (h-puis, par une 
vuif (liirérenle, dans ses travaux sur l'orbite intenuédiairc du la Lune. 



SECONDE PARTIE. 

■ÉTROOE DE H. CVLDÉR. 



VIII. Reprenons l'équation différentielle (a) sous la forme 

(0i) ^ +• «(aj-t- aa,cosai ) = U, 

oâ U est supposé (ire une fonction connue de v. 

M. dyldén introduit des fonctions elliptiques de module A*; soit posé, sui- 
vant Tusagc, 

*'=^7^, K= f*_jf. , K'= r' — . 

Ei= / . , » 7 = e 

J„ V' • — ^ 

La théorie des fonctions elliptiques donne 

• 8 /it V/ « </ T. Il i'i' ir. Il il/' A -Il . 

Y étant une constante que Ton détermine par Tune des formules 

. 8<f / iK \' aK aE, 

(•9* TTpV = {rr)-V-^' 
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Posons 
Téquation (a, ) deviendra 

et si Ton porte dao» celle formole la valeur de oos ^ tirée dc( i S)^ od trou- 
vera aisément 

en posant 



(/) 



Ou voit qu on a modifie ic second membre de réquatioa difTerenUctlc en 
y introduisant, à côlé de U, des termes qui contiennent en facteur la fonc- 
tion inconnue « ; ces termes sont, il est vrai, des ordres de j^, 9*, • • •* c^est- 
à-rlir«\ comme onle verra dans un moment, dos ordn-s do ai, a*, •> donc 

petits. Hupprimant d'abord le second membre de (a^), on îi une «'•filia- 
tion qui se ramène à l'une des formes de l'équalion de Lamé cuni^iderée:» 
par M, Hermite 

t») ^ — s(ïA*»n'« — A) = o. 

Il suffit, en eflet, de poser 

l I"'/' ... <|fi6-<-aî— 4 

« «1 — 7— '-=: 3. d OU 0x^4- —S « 

(29) ^ 47 ^ «« 



En introduisant les fonctions de Jacobi, et désignant par C< et G| deux 
constantes arbitraires, Tintégrale générale de Téqualion (a') est, d'après 
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M. H^rmitc (Sur quelques tippUealtMê des fonetioM elUptiquet), 
où l'on a, en faisant i = J— i, 

(s) daitù^^fT^. 

\ IH. J'onr f|p\p|op|)(|- r,, z. Pt, par suitp, r on "«érirs trifronf>rn«''triqiirs, 
nous jiai'liruits U iiiu- loriiiiilf iiii|>ortaiUe donni-u |>our la première fois par 
Jacobit à pr(»p<)ii de 1« roiatioD des corps «dides, «n adoptant la forme sous 
laquelle Ta présentée M. Hermite (/oe. cit., p. 19), 



ak 11(0) H(«-r/'j>)_ -jj- Y» p " 



Introduisons dans le second membre v au lieu de», formule (21); rem- 
plaçoii!» 1^ par sa valeur eu foncliou de q, cl posons 

(-43) ÏK^*"' 
nou:i trouverons 



(34) 

Faisons encore 



et nous tirerons sans peine de» runiuilcs (c), ( .> i) ci (rj 



d'dù, e» mcUant à pari le leime du signe ^ qui correspond à « — — 1 , et 
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faisant des transformations très simples. 



Il / 1 î i\ ^ I — #?«••«•'«•-»«• 



Posons maintenant 



(C) 



el il viendra 



«,=-^? — r-V-'^^— ^.(«^'" 2*-- 
H'(o)(9 



Si l on fait encore 

' t 1 



f._ K H'(»)' 7 -^^r ..^ 

KH>(o)(g-îe-^-,'.V 
II. - Fac. de T. D.'i 
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on Irouvcra fln«leni«nt, pour rintégrale générale de réqnalion (a'). 



(V) 



« n I 



«si 



On retrouve bien jiour uik- f\(nvs->ion do In môme forme (|ue colle à lii- 

»[iicll<' ti<!iiK sntiimos !ini\ i'- 1,1 jUi'tiii'i 1' Partit' f!-' rc Mriiuiin-; {.«s 

formules y^ i ilomietil les expressions p-neralcs «les cocllicîeiils ife„ el c esl 
un avnnlafre «je reiiiploi <l<'s fonrlions <-lli|»ti(pi(*<i. 

I\. Il faut iiiaiiileiiaiil iiilé^n-r l'ètpialioii (a, )ave«- second niemhre. 

< )ii pari de la solulion ( I") de l'ecpiation s;in»; second nienibre, el I on fait 
\arier l<:s conslunle^ urliilraires r„ «-l ^. Soit Z I inlégrah; générale di- i/Zj ); 
on trouve aisémeni, par la mclhode connue, 



3 siyanl l'cxprcKsion (F), cl ^ clanl exprimé au moyen de cet ensemble de 
formules 



1-) 



Çîsi^s'J U,5'rf<' — U,«' 

« m 

f t 

i — sin^i' -f-^i'l-auj sin(/x -4- a«}i 4-^«!i_naJ siiiiji — a«)<", 



On trouvera mus peine 



C=p + '^^J.f 11!..,) H- (I*!.,- tl'.._,)] 
+ «î[ ji*(tf!„-i- Bi.-,) -\- 4(1»!.,— ï«.-t) 

-h pi( A, + A., a( gfc, + , )(*,-.*_,)] 
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Cl, en faisant 

(«6} U, = ^ Ai cos V, = ^ Ai cos ( t, r -t f», ) : 

acÇ= yA.cosvJ — +_l_^ + ,ii.ja5/' + * j) 

j ^ Lf*-»-^ I» — '< 'Vit + a-»-// ji^-a — 

4-111,?, <7îf^ — , ^ — 4 — rV— I 

-»'*-'*<?i::f"/,-»'irh;)-^-] 
^2^' ^'^h^î U"-^ 4 - A irh) 

— y + - ) + . . 

! -h..,.,,.,., , 

l*niir les ti rnn s A, cos V, de V, qui |»rovic'niR*nt de U niriiir, II n'y a pas de 
diffiLiihi's (l.ui>. r<ip|ilicnlion des formules ci-dcssns. Omsidérons cen\ qui 
|»rovieimenl de U,; il faut d nlninl se ix'porlcr » l'expression (y) de Li„ que 
Ton peut écrire ainsi 

U,» 30, «( I — y') (tT^i C084 1- + tosGi- + . . . j , 

et J remplacer z par »a valeur (l'), 



s =: 1), COS< itt» + + . . . ; 
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nous trouverons, en nous bornimt aux termes en a* et remplaçant q par , 

U,= \a}ntCOS(}^v-i-<^-t'iv) + ^a\ntCM(it.v + ^ — iv), 

On puuiTu nutiiilcnunl appliquer la formule (/), eu la i-ëdutfianl ù 
acÇ=2A,ewV.(--3L^^-l-^). 
Cl prenant successivement 

On pourra aussi faire e s= s a»; on trouvera de cette manière 

î; rÎTs; ^ ^ ^ ''^ - ai - ^ ' i- 

C<>s it rtiu's élaiii (1<> iiiémc forme que certains termes de la formule (F), il 
convient de les réunir; on trouve ainsi 

Kj.cos(j«i'-Mjr+»«')-f-l v!n - j— ' ■ \(i\r,„eoMy-*'-^'^ + i*') 

+ dos icrmes en a{, aj, . . 



On tire d^ailleurs des formules (C), en remplaçant |^ par '-, avec la même 
précision que ci-dessus, 

8 *-»* — «I» 8 a—a*é 



(W) 



• aie-"' -7» 64 7-îP*e-«* 



Ou calculera ensuite Z par les formules ((^) et (/), en ne prenant pour 

A,•co8^ , ([iH' los divers termes périodiques qui il^urciil dans U inônie. 
Quant h la quantité pi, sa détermination résultera des formules (ê) et (v)). 



V 
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X. Pour retrottvcr jusqu'au boui les formules de la première Partie, il 
tic nnns reste donc plus qu'à calculer >)!»,, V5>_,, tii^) t'i> i f"' i*- fonction 
« \ |jli< ite de ei a, ; nous développerons nos calculs suivant les puissances 

«le a^ . 

Nous supposerons a, ^ i . 

En remplaçant dans (e) et (v)) les fonctions 6(f«») et dniw par leurs 
développements connus et tenant compte de la formule (aS), il vient 

. . . ft— I aysioaA — 4^f* sillet ?. . . . 

* 'a " I — co«aA-i'a9*cos4<X— ... ' 



^^g, v'A — ^'^ I ^- 37COS217 27* cos 4 A -t- . . 

y/p ~ i — co8a<7. -+• ay' cos4'i — . . 

les termes écrits nous suffiront. 
Soit posé 



on tirera aisément de (19), ( ai ) et (22) 



J'ai développé cette expression suivant les puissances de ^, et j'ai trouvé 
* ' ««+1 a,(a»-+-i)»' 

Le terme en ne figure pas dans ce dévelof^menl, qui ne contiendra, 
plus généralement, que des puissances paires de q: on le démontre en < ii.iii- 
geant, dans l'exjtrcs'.ifni ( 3o) de T, en — ^. On sait, d'après la ihéorit: des 
fonctions elliptiques, que 

kf k\ k, El 



se changent respectivement en 



on en conclut aisément que t ne change pas. 



D.22 



F. mnitiuiD. 



M. Hermitc, auquel nous avions communiqué ce résultat, a bien fOula 
nous <Mi (ioiiiicr une donionstnitiori très simple cl élégante, que nout repro- 
duisons dans une Noie placée à la fin du Mémoire. 

La formule ( 28) donne, en introduisant t, 

on en conclut, par la résoluti(m d une ècpiuiion du «.'cond degré, 

^ i-^.-4T'y^(.-a^) 

(33) ci»aiX=T(t-Hr*9*4-...)> 

d'où 

(34) 2r/ sin a i3l — ix ~ -l- • - . J . 

Kn portant ces valeurs de cosaA et de sinaiX dana la formule (2-), jiréa- 
lablement écrite ainsi 

.(1 — 1 i'-49*GOS3A 

il vient 

Kn remplaçant 1 par sa valeur (3i), on trouve, après réduction, 

ou, avec la même précision, 
La formule 

eosa A l'sinaA 

donne, eu a^anl égard aux expression» (33) et (34) de ^m^ïK ci siiiarA, 
a^*-^i= t -t- t'a-* + . . . — t — 1*^9'+ • . . , 
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OU bien, en remplaçant t par sa valeur (3i), 



(K) 



Portons cette valeur de dans le» formules (H), et nous trottverons, en 
négligeant. q*t 

*'=Î(7T^)' *-'=4(7:b;)' *»=3;(7i-5)' ^-*=^hin-a.y 

Nous aurons ensuite, en trausporUiU dans (G), 
I s =ii«eos(|ti>H'i]») 

• 

C s formules sont liicn identiques, nii <!esrn'' rie pn'cisioii dont nou< nous 
conlenloiis, à celles <jue nous avons rencontrées dans la |»reniière l'artie. 

Les deux niéthudus conduisent au même résultat, ce qui devait être. 
Nous sommes loin de vouloir dire par là que les fonctions elliptiques en 
général, et la théorie de M. Gyld<' n ru particulier, ne soient pas appelées A 
jouer bientdt un r61c important dans le calcul des perturbations. 

Noie rclnli\>' à l'cxprcusion 'fi' tu tjuithtitr ilrsi<;née par T 
dans la /ormulr. (3oj de la page D.ai. 

Nous allons reproduire ici la belle démonstration que M. Ilcnnite a bien 
voulu noua communiquer pour prouver que Pexpression 



._ V/'Hni/-^'-'"-T-'*' 



est une fonction imirc de 



D.a/i r. THWRAin». 

Si Ton introduit la fonction de M. Weientram, 

J = K-E,. 

on peut écrire 



(1) 



/ , /2KA\» 8kJ îKvA' 



Or on a, d'après Jacobi {Fundamenta, § 40), 



(II) ili^'=._J2L + J2! âîL 



t-'^ (]ui esi une fonction paire de 47; il suffit donc de démontrer qu'il en est 

de nième de 

Or rèquatioo de Jacobi ^ 
donne, quand on la différenltef et que Ton fait enauite x=o. 



Mais de la série 
on conclut 

Ën portant celte valeur de 8"(o) dans (ili), il vient 
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iJ où 






KJ / 


'/ 

— 7 


■ - ,r 






X,,- 




-A- 






1 -'/' 





en remplaçant B{o) par 

•(o)=((i-y)(i-7»)(i-7«).,.l'(»-7'H«-»»){«-9*ï î 

ou bien 



En remarquant que l'on a 



_2! _'/"• 



on peut écrire 
Or on a la formule connue 

On conclut de (IV) et (V) 

c'est bien une fonction paire de et Ton a finalement, sous une forme 
simple et élégantOf 



H. -ne. AT D.'i 
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RECHERCHES COMPLÉMENTAIRES 

fIDD LE 

DÉVELOPPEMENT DE LA FOACTIO^ PERTLRBATRICE; 

l>AK 31. B. BAILLAI D. 

«o»^ 

I. Mous avoiu^ doniif, daiiM un Mémoire inséré au Tome II des Aiinalea 
de VObscrpatoire de Toulouscy |>our le dvv«>lo|)p<Mucnt de la fonclion {)cr- 
tiirbairice, deux fornaules distinctes a|i|»ltc:ililcs, Tune au cas où \<o* incli- 
naisons sont faibles, l'autre au cas d'inelinaisons <|uel('(U)qnes. La seoinde 
loruiule et^l |(^ r r'>nlt,il d»' la coud)iiiaisoii d(» l.i iti'-llifxli' ijni nous a conduit 
à la [tremière awc les principes nHi};lsiralejneul développés par M. Tis^it•- 
rand dans deux ]\Icnioircs inst'rvs dans lc«. Annah» de l'Ofwervatoîrf tic 
Paris. 

A^anl enlrepris d applinuer la seconde furniule à la ihécu ie de PuIIak, 
iMMis avons dA, avant d*cll(N^itcr le dévoloppcmcni, rechercher a prhri le 
nombre des Icrmes de chaque ordre. Le résultat de ces études a été publié 
dan» un court Mémoire însén^ parmi ceuv de l'Académie des Sci(<nces dr 
Tonlouse pour i88(). Il nous a paru d . piiis ([ii'il serait utile de j,'éiiéralisei' 
les pr(d)lëmes principaux «pii se présentent .1 < i t é<;ard, et en |mrliculier de 
cherdicr des lornniles faisant anssi bien connaître le nombre des termes que 
fournirait notre premier développement. Ces problêmes sont Tobjct de U 
INTemièn; Partie du prési'nt travail. I^ir élude nous a conduit à diverses 
formules liypergé<imétritpies satisfaisant à (uie certaine équation récurrente, 
paraissent nlFrir <piel<[n'' iiil<'i ("I en elles mAines. l/appli» >l ion des ré- 
sultais généraux à nos deux developj[)cments de lu fonction |ierlurbalrice 
montre bien nettement en quelle mesure chacun d'eux est praticable. 

Dans la seconde Partie, nous rectifions une affirmation inexacte contenue 
dans notre premier Mémoire. Nous avions dit <pie la transformation fonda- 
mentale, tpii nous [lermctf dans notre second développement, de réduire 

II. - AVic. 4* T. K. I 



l\.1t B. uiLuiro. 



notablonient le nombre des termcSf pourrait, daitt certains cas, cesser d'âlre 
applicable. Il n'en al rien. Nous montrons ci-après que cette transforma- 
lion est toujours possible dans le système solaire. 



PREMIÈRE PARTIE. 



2. l)t-n.'naiil par ji,, [i^, ^1,; ^j, •-•» 9» «1»'* noiabn-s ciilii'i-s cl 
liusilifs ^itisfaisaiil à la relation 

Pc ,5« -t- •••-»- jïj. -«- a (?i + ?«-»-••• ?«) ~ 

|>ar Pâ, ç',, ç's,, . ç.'^ tlfs nombres cntii-rs, posilifs ou né},'alifs, 

rp«;|»(*tiîvi"nii^ul il»- iiu'iiic [ .ii ii ' i|n ■ les pn-cédoiils, cl ne les dépassant pas 
en valeur aJisdlin", nous nous |iri)jMj><)ns df trouver : 

1" Le nombre A„ dos groupes JJ,, Ji», . • •,?/»;?.. S'ït •• •• t^î 

2* U nombre B„ des groupes p„ . . ^j.; 7,, ç„ . . ç,; . . 

' T* ' ' 7*2 ' ■ ■ ■ ' J' y ' 

'5" !,<• iioinlire C„ des «groupes 3^, 3 , : o'. •: ,. . . ., -p,. 

Nous aurons Itesoin, dans la solution de ces prohléines, d une transtornia- 
lion de la fuucliou hypcrgcomélrique, due à lùder, que nous allons d'abord 
étudier en mison de ce que le troisième élément est entier et négatif. 

C^-tle lrau>r(]ruiatiuu est la huivaiile : 

Nous allons reelu relK i- dans quelles circonstances clic est applicable au cas 
c»ù Y e»l culier et négatif. 

L'un des nonibres s ou ^ doit cire entier et ni''gatif, san^ «pioi les deux 
fonctions n'auraient aucun sens. Si a n'était pas entier et négatif, bi pre- 
mièie fonction serait entière eu r. la seconde ne le serait pas; les deux 
fou lÏMD'i lie seraient donc pas identiques. 

Soient dune 

Y— — /» « = — «'. 

Si a' était moindre que devait être entier et né^jalit pour que la pre- 
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Riicrc fonction eAt un sens, ei, si Ton pose 

^ dêvrail èln- nioirifln' f[iif' I);ins ct'S conditions, on lor oimnil iinnK'dia- 
tfuient t^uf le sccoiiil incniin*' ilf l iUcnlilc (i) s iiuiiuliiail jtoiir j^^ — i, cl 
que cela n'aurait pas !icu pour le premier; les deux membres ne seraient 
donc pas identiques. 
Soit maintenant 

ht; ^^(<cond incnibro (.\si entier en a;; si on Tordonne suivant les puissances 
de X, le cucfticicnl de est 

(3) fi-''^/' ?,y,i). . 

A ne dépassant pas a' et étant, par suite, moindre que y*, cette fonction a 

loiijouis un ><'ii<. 

Or la dériver d ordre A de 

pour X a I est égale & 

/(/ - ' )..</-*+•) F(- *, y - ?, I ) 

el a 

(-!)*(* 4- ;i - f ? - a). . 

Donc 

F(- t.y -?.,.„ =<- ^-;;::.^.î:;t;v,^ 

d'uii il suit i^ue le toefru ieiil {^jt) est le mèuie i^ue le cuellicieiil de j"* dans 
le premier membre de (1). Les deux fonctions sont donc identiques, quels 
que soient ^ et x. 

Si a' l' lait égal à Y , la fonction F(2, JS. y, Jf) aurait hes-oiii dV lre prcciscc. 
Oiie si l'on roiiveniit i|r la liniiler au terme en .1* , les eoneliisions précé- 
detiles b'a|>|>li(|n( raieiii « ih on . (le sera le eus daii.s les appliealiuns que 
nous ferons plus loin; niais, au point de vue purement algébrique, cette 
convenlion est arlnlraire. 

4. Ce leinnie nous servira a li ansforiuer très siutpieiiient les expiessioiin 
que nous allons obtenir pour solutions dos problèmes (1) et (3). Ces solu- 



lions» ainsi quccclh' du problème (3 ), iV-suUcnl sans clforl de ta rmisidé- 
rniioii siiivariic i\w ii Kulcr, Cl sur laquelle mon aUcnlion a «ti'aiiinV par 

M. Jules Tatuiorv. 

Le nuiiiluf (î« rsl le ( «M'fli» it iii ilc j/" dans le produit 

( I X -f- -h ...)''(•-»-«*■'-♦- ^* + )' 
DU dans le drvdoppcmcnt de 

eu uiu' st'rie proe^'-danl suivaul la [uiissatu f i\<' x. 

l:)n oliservuiiL <]u"ù une \aleur correspoudeiil ^ i valcui « tie fi^, on 
voit de mt^'Hic que le nombre est le coeffiricnt de dans le pr oduit 

(I f- 2 jr -h.. + aj;'-»- 3x'-+- . . .)•' 

OU dans le dév<'lopprmcnt <lc 

I 

de sorte que la solution du second prublènie s'ubtietidra en i'eni|iliivaiil p 
par Afj cl q par 2y dans le prciuior. 
Knfin la solution du iroisièmc probli^mc ont le coefficient île dans 

OU dans le d('v<*lopt)«*mcnt de 

déveli)|i|M iiicul (pit a «les foriiir> diverses suivant que p est plus gnind (piC 
y, ou iiiréricurà f . mais dont la rccbcrclie tw ramène dans Iinih Ick rci!i 

aux ]ii ('ci'fli'ntv. 

Nous iKius on uperous d uburU du premier problème pour on donner lu 
solution complète, d'ot'i la solution dos deux suivants rèntltora îmm^diaie- 
nient. 

.1. Soil A,„ le uoudire cherche. (.)u loruie aiséun-nl uni- érpuitiou réenr- 
renle s'i laquelle doit witisfnirc. Si, en efli t. on pose 
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/{i — x')— .v[/>-h(/*-l-57)j-] =o, 

on oblienl) en dilTérentiant m — i fois et faisant x = Of 

ri*"— j»/,"*"**— {m — i)(iit +/H- 117 — a)_y7'»=o. 

Or 

/™ = A«.i.».3...fl»; 

d*oÙ 

(3) i»A„ — /; A,„-, -" (/« -h p-h OAm 1 = 0. 

Si l'on rrmjilaco m j>;ir m -t- i cl par m vî, vl qu'on <>limino ciiln; It's 
trois l'cjualions A^, et Afl,^.n on irouvc une étjuation rjui peut s'écrire dos 
f(UDtre manicTCB suivnntes : 

I {m H- a) A,,,,, 

— [«!(/« +/' 4- — 1) + {m -i- t){n4 -j- /> -h 
(m -hj» H< 37 — i)(m H- /» 4- 27 — 3)4M-t=/>*A„, 

(m -h i)(»w 

— [(« — !)(/?} -h /> -h i</ — I) -h (m A){m -h p -h i'/)]A,„ 
4- [tii +/» + 37 — -)-/> 4- ay — a)A«-t= (/»' — »'>A«, 

(«• + !)(«»-,- ■^)A«,^, 

— [(m + a)(m -I- js + 29 ■) (m — 1) (m -i-p-t- 1)] Am 

I ~ [("• ')('" -■ P -'/ ') + /"("« y' ^7 — a)] Am, 

+ ("'-+-/'-*-"/ — ')("'-+-/'-•-»'/ — = (/»*— i') A«,. 

('es (jualro formules nous serviiuni à .]<'montrer IV'xaclitude «le re.\|»res- 
sinn cpii représente la solution i]r noire jirohlème; pour la rcch<;rchc de ce 
résultat, il est [ilus hiiit|ili> tle |<i ui t iier coiuine il suit. 

6. La ilccomposilion en fractions simples permet d'écrire la fonction 

I 

(I— 

sous la forme 

En appliquant ensuite ta formule du binôme A chacun des termes, on 



(4) 



B. It.VII.Ul 1). 



trouve, pour le coeflicienl de l'expression 

. _ (p-t-y)(/>4-v-M)... (/^-4--.v/- 1^ 1 p 

w-l 

où 

I'm = F [ «* -t- 1 , — ( /' -f- 7 — I ), (/' -H '/ — ' 
rt I' I /« I , — ( 1/ — I ), — (/I + 2 7 T ). ]. 

F( a, [ï, Y< ) «l'"'^'!-''!;'')! i fumiif ci-rlfssns l;i fDiictioii li\ (M'r},'èoiin''lriqiie (le 
Gauss. Le signe suiicriour convicnl an ca^ où m <."<«l pair, le signe itifërieur 
au cm où m est impair. Nous allons a|)|)li(iiH>r à l'„ les rcsuluts obtenus 
au 3. 

7. D'après ce numéro, si l'on remplace, dans les deux termes de m 
par un nombre entier et négatif (a dont la valeur absolue ne dépasiie pas 
^ -4- 2^ — I, on a 

Il s'ensuit que, ^'i u. est pair, les deux fonctîonB sont égales el de signes con- 
iraircx, et P„ est nul si m est pair; si, au contraire, {X est impair, les deux 
fonctions sont égales, et P„. nul t-i m est impair, l'n outre, dans 1<- cas 
où m est pair. r',„ rsl !<• (j<)nli|<' de eliaeiine des fonctions poiu' les nr< 
imj(air«'s de a, et, si /;/ < s( impair, l'„, ponr k»s valeurs paires de _u, est double 
de la première ou égal au Jouide de lu seconde changée de signe; de sorte 
que, si m est pair, on a 

I P«i H- a M "* -t- i '•••("* /' ■*'/—■* ) Qm si p est pair 

iSj ' ou 

■ P»i=-(,"' - 0 i "* + 4 ) • ■ i'" -t-/' -!- Jy — OQm si/j est iiiipiiir, 

Qm étant un |M>lynAme du degré ^ dans le premier cas, du degré ^' ~ ' dans 
le second ras; et, pour les valeurs suivantes de m 

— u —3, —5, .... —(p~t.tq — f) (ppair) 

ou 

— I, — !, — "'. . I/' • - t/> impair ), 
I'm est égal à doux fois la fonction 

(*>> ♦ = F[m -M, — (V — 1). — (/> î»7 - »J. 
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iirjiiib:nr.HP..s oo.mpi.i,mkntaiues slr le dévei-oppesiem, tic. 
ài, au conirairc, m est impair, 

. l',„ = (im- t)(«i -I- j !..,(«*-(-/»+ âji— I )0..- pnir), 
' I P«, = (j}i4-t)(m + 3}...(itt-i-/i + 3?— 3)Qm (;» inipair), 

()„ est «lu drgrr — ^- d&m le premier CBS, du degré dans le second^ 

cl, pour les \aleurs suivantes de m 

— —1, — + — a) (/jpair), 

— ■>-. — I, — •) (/» iiii|)aii), 

« 

— V,„ »>st c<,'iil à doux fuis la foiictinii «I». 

Pour 1<'S val' nf^ les plus simples d<' p, ces cousidérations donneul sans 
cflort l'expression de .Nous ferons successivemcut j) — p =■ i , p =^ 
p = 3. Les résultats obtenus dans ces deux derniers cas nous mettront sur 
In voie du procédé qui donne te résultat dans le cas général. 

8 (A). Soient p =0 cl/« pair. Q»,cst une consliinte; si l'on lail m ~ 1 , 
0 est égale à ■ , donc P^doit être égal & 2; il s'ensuit que 

( ff « -H '4 J ( m i > . ■ ■ I m xt) — 

(l'oi'i 

. (lW-Hil)(lW H-4).'.(w -t- '7— i ). 

si m est impair. P., est nul. 
(B). Soîl />= If est encore une constante. Il s'ensuit que, tel m est 

|>S|ÎP, 

-, _ ( m -h •< > ( m -H i >...</» -r- a ly > 

1.3...3'/ — I 



. + -4- ^)...(wn-a7> 



ri, si m est impair, 



p ^ ( /»! -r- I ) I "'_-t- ■» > • . . t m ■+■ ■>. 7 ' t 

iT3.,.af/"i ' 

. _ fgi ^ i>(/w 3). . . (w -H H7 — I) 

de sorte que, dans le cas il.- = t , \„ <>»i le même pour une valeur [mîiv 
de lit et pour le nombre impair inimcdiaiomcnl supérieur. 



K.8 ». Bvii.urt». 

( i '^j. S<»il p — >i ffi «'Si pair, it^ rsl du pn-iiin r (l<'gré; b c<*ii."?i«l»'i'a- 
lîon d«!* valcui> iju»- j»r<Mid I*„ |ioiir m — — i cl |»oiir m =s — »? foit ron- 
nallrc f^^,. On Iroovc mmû 

» - = ? — ^3— ( — ^ ^- 

1 . (j . . . t V </ ? ^ 

Si m «^t impair^ Qm csl nnc constaole ; on trouve 

'"^^ ,.i...A>J i * 

L'iiitrofluclton <Iu iacleur ^ m + 1 qui, tlam le cas» de m |>uir, % ti'iil 
|m;nclr« fAncc cxaclcmenl au milieu (!<;» aulrr.'s facleun du numénileur 
de fiMulte d'une relation simple entre dex séries hypergéoméirîqnesi ; <^ii 
eflifi, on il, |>our /i ^ 2 cl m « — (7 -f- 1)* 

Pm - Fl— 7, — f y + 1 >, — a<7, a] + Pt— y. — ('/ - 1 1, — a 7, J. 

Or la rehtion connue 

^ F 2. 3, / I — / (I — jTj F(a -(- 1, ? -H I, x) 
= (-/ — a — 3 — ij-rFfK + t,.3^-i, y -«-i, 

donne ici 

Mais »■<•> cuiisidèralioiia ne pr-uvcni i lr<: m i .ili>< <;s. 

(D). Soil ss Sî m c.-i |i;iir, (^>„ « «l «lu premier d'-gn-, cl l'on trouve 
|iar U m«'lhi'Klc génvralc 

i.3.$'...(a7-i-r) j * 

(m — ? ' /« '1 1 . . . I «I - >7 a) 

. i ,y _ ,, i(ay + 5«-h4f. 

Si m impair, Q„ est encore du premier degré el l'on trouve 

"•— — (tio-i-im^^t. 
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L'examon atteniif des valeurs de Q„rP<*iir ^ s 2 ct/f ^ 3 suggère pour le 
ca» général la marche suivante. 

9. Si m est pair, on posera 

Q„ 3t -4- ;3 (/« -h 1) -H )^(/H +1) (/Il -h 3 ) -V- -h l) (Hl -+-3) (/M -s- 5) -I- . . . , 

et si m csl impair 

QM = «-4-j3(Jtt-H9) +y(«i + 9)<M H-4}+^(m-Ha)(ni + 4) (m + 6)-»-. ., . 

considérations indiquées au n" 7 et appliquées an n" 8 donnent suc- 
cessivement les valeurs de a, fl, y On trouve ainsi les résultats sui- 
vants : 

1** m pair, p pair, 

OÙ 

O'" = , + -a') (w-t-iX in.». 3) 

^" p-t-aq — a J.a (/> — a)(/> 4- î'/ - 4) i.i.3.i 

/>*(/»*- ^^)(/>'-1') (w-n)(mH-3)(m-»-5) 

(/* -i- iy — a)(/> -H -17 — '()(/> ay — G) i.a.3.d.5,6 

■ 

a" m pair, luipuir 

r^_a i.3.;4,,H.,,_a) 

oà 

P*-'* " + ' , (/>'-i')(/>«-3') (OT-n)(<w + 3) 
***;n.a^ — 3 i.« (/n-af — 3)(/»-ha^f — 5) 1.9.3.4 " 

3* m impair, ;i pair, 

P — (m-n)(m-h3)...(OT-h/>-i-9y - i) „ 

" p^%q—% i.3...(^-t-a9 — 3) ^" * 

uù 

o . _ . ^ (w-^aX/^'-a») (m->-a)(m.|.4)(|»'-s«)(/>*-4*> ^ 
^" -'■^ a.30>-»-aï-4) a.3.4.5(/» + a7-4)(i»-<-»9-«) 

4° m impair, /> impair, 

P — (w -t-i)(OT -^3)^. .(/y< 4-/<-f-ay — a) ^j.j 

""^-i-aï— a i.3...(j»-4-a9 — 4) 

1. - Aie. <fe T. Ë.S 



1 



E.IO 
où 



10. On conclut de là, pour A^^ les valeurs suivantes^ : 



(m -r- » M »» -h -i I . . . < «* •*- p -t- ')t'i — -M\ 



^IW ) (fli -I- . .fin + /' - -> 7 — I ) 



im -»-i)(w»-4- 3). . J m ^ p ->- iq — i) 



. .(27 - 2) (/> M/> + a*/ 4- a)...(a/>-»- — a) '"lf»-t-a^f — a| 

^, 'm t- Il f/n H- 3 )..,<»;;/» - ly—»)/» 

" a. i. . .<a<jf i> )/» H- a// — i ) I// 1- 1 j ... .*//-(- u'/ — ^ ) *' 

11. La di-iitonslralion compI<'t<' <1<- ces fonnulos repose sur l'équalion 

r<^riinrnff (W. nu sur I<'S r-qtialioiis ( \ ) iiiixiiiir!! . II -k- -;i(i>^frinr 

Lti vcrilicalion ilo l'équalion (3^ c»t iiuiuc-Uial<-; une siinj^lo i>ou-<hii( li<»ii 
monlre que 

SI ni cl ft soiil pairs. 

Si /M c«l pair «'l /< «•>il iiupuir, on a 

wAi, ■ (/H .■ /' ! ^7 '/Ai, ^ //' I m I ',]... ■ /I h '7— 3) 

<^c ilemîcr crocUel ort 



+ — 3)1/' + '49 — 't<7 — ai — I) i.].:t...ai 
X [(«*+• '41 — i>(m + 37-^1) --iXm /9 -t'a'/ — a)]. 



La i|(.'riii«'-r<t par<'iilli<'sf; 

{■*i-t-i)(m ■+■ ai--i)-h 4- 3»f — ai — i), 
en cttMoublanl ic terme et groupunt ta seconde pariio de ce tenue avec la 
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nrr.iiKRciiKs coMPLÉvoTAïues stn tx btxoLona^ïXtt etc. E. i i 
première du précèdent correspondant à i — i , on trouve 

+ — J).. .(/> + af — 31 + 1) i.».3. .. ,(34 — «) I. ' ai — i J* 

ce qui est le terme général de A^_,. 
Soient m impair et p pair : 

inkl,~(m-i-p-h i'/—i)\l, 5 



OÙ 



= n(»i-ht)(m-f-3)...(m 4.0^stf — 3) — x II, 

H = Qi «I ( »» f- /f + a '/ — I ) — ( «I — I ) t ni )- /> -h Ji'/ — 2) Qi_, 

2(/>*— »*). . .(/i' — 2i')nt{rii -t- a >...(,/«-+- il — ï) 

X ((in + 9/)(in+/> + 4? — I) — (m — i)(i«t -H^-t-aj — a)]; 
oc crochet est 

(«»-f- ai) (ai-h a) (ai -hi) (/> -H — a* — a); 

en groupant la deuxième partie de ce terme avec la première du précédent, 
on trouve 

(/ »*— a* ). . — ti — \) ni < ni -H J ) — ai' a ) F . — ai*) "! 
a73.(3i — i)(j7-t-a9— 4)...(/>-ha9 — ai) L *» J' 

ce qui est le terme général de ^ A^_, . 
Soient enfin m impair et p impair : 



m Ai, — (m -t- p -t- af — a ) AU,., 
P 

w 

11 suffit d'écrire ce dernier crochet ainsi : 

pour s'assurer de l idenlitc à démonlrcr. 

11 n'est pas plus diflicilo de vérilicr dircclcracDl que les quatre funclions 
A«, satisfont i Téquation récurrente (4); il suffit d'utiliser à cet effet, dans 
les quatre cas particuliers» les quatre formes de celte équation; si /» est 
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i:.ia 



n. i)AiLi..vrii. 



pair, et A'„ sont dos sululions lic celU' t i|ii;ili'>n ( ^ si p tsl impair, 
et A', : on a donc l'iulégralion couiplt'li' de I « (jualion (4), inlé^^ration 
iin il iH |i.n lii |>asai$é d'obt«nir dîrcctemuill. 

12. Si 1 on ublical dirvclciiieiU An, nu aura des idcnlilés algébriques^ iii- 

triTssanles. 

Soit, par exemple, m = o, oc qui donne évidemmcnl A., = t. On ob- 
tient alors : 
Si p esl pair, 

([ > + 1//) ( f> -+- j'/ -1- a ). . . ( i/i -i- If/ — ») 

/i' I /»'(/'' — a') I 

/J-+- J'/ — aa <^ -j^— a) (/> ■(- — 4) ' 

Si /) est impair, 

ip_+Jq-^- i)ip h i</ -H 3 I ■ ■ ■ ( a/' -y a 7 — a) 
ay ( « y -H A ) . . . (y» -t- a 7 — 3 ) 

^H.af-'Sa (/> + 94|f — 3) (/> + a^ — 5) aTii 

Si I on fait = i , ce qui donne aussi A« = ^, on tr»)uvo : 
Si esl pair, 

(p -i- %q H - O (/» -t- 1 7 -I- ( ) - . • ( T/J + ay — a) 

ay ( J7 -t- a ). . .(/' -h 37 — \ ) 

(/.'-a«)(;>«~4') • . 



ff-i-af — 4 a <ff-+-39 — 4)(/i + i7-^6) a.4 " ' 
Si p est impair, 

(/» ^ \'j -t- 1 1- i<i i- i). . Aip -H a 7 — a) 



= \ -+- 



37(97 + a) . . .(p + 37 — 3) 



/>' - t » I 



+ 



Les seconds membres sont des séries hypergéomctriques de Gauss. 

13. Les résultats obtenus au n" 10 donnent la solution complète de notre 
premier problème, et, en remplaçant dans la première et la troisic^me for- 
mule p par 2/» et y par 37, celle du second. 
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A regard du Uroisiènie, il y a lieu dVxaininer lucceraivement les cas oA p 

«l plus }înmH f\\w q, moindre <[ii<' q ou t'-gal à y. 

Ce dernier cas est le plus simple : le nombre cherché csl 1»; cucfliciciil 
de dans le développcmeul <le 

c'est 

i.a...'i^- i [("• + •)(«•■•■»)•••('»•-♦-'»/» — (m — (m + !»/» — 3) 

/> ( i> — I i . 1 

-t- ^-^ — — i). . .(rti -t a/> — j) +. . . I. 

Cesl un polynôme eniter en m, du degré 3/> — i . 
Soit en second lieu p'^q\ïi faut trouYer le ooelBcicnt de dans 

Clicrcltuui» d'uburU celui U„ de ^=s» 

"-= i.a.../>'.>-g-' [(«-t-OCw-H») ..(^+/> + y-i) 

-4- ^-p-^ m (m 1). . .(m -h/> 4- 7 — a) 
Le nombre cherché est visiblement 

Soit eiiftii p<iqx'\\ faut trouver le cocflicicnl de dans 
Si Ton pose 

Il — Vk x<» 

(I )»+/>(, " ' 

ie nombre cherché sera 

I 1.2 



1!. I 'l B. BAILLAI U. 

(^)iiaiit à k,. il est visIMnncni égal k la val«urque prend AmBÎ Ton y rem- 
place fj par Q ~ p^^p par ^p- 

Nous doonon» cî-après Tapplication des formules giénérales & nos deux 
développements de la foDction pcrturbalrice obtenus dans le Mémoire ehé. 

1^ nombre des coefficienls dûtincU est dans le premier {p=i^q= 4), 

. m(m4-9>...(iR<t-8> (m -4-a)fi» 4- 4i< .■(m H-St . 

= ^4T<K8.1Ô ^ ÏTlTca t"* ''•"'>• 

. I l (m — 3)..,(jfl-f-ff> 

A„ = ""P""''^- 

Ddiiignant ynnv x„ la somme A*, -i- Am., -i- Am-i + « c^est^i-dire le 
notiilin- des cocrncicnis dont Tordre ne dépasse pas m. m restant de mdme 
parité, on a immédiatement 

T~ë ' ? impair). 

" 4.6.. .la a.4.>.to ' 

.t, ^ ^ (m impair). 

Dans Tapplication de la seconde formule = 2, ^ ^ 2), on trouve 



_ (//< -)- a j ( w 4- 3) ( -t- 1 ) i 
A« i4 

» _ ' 1 ) ■ • . ( I» 4-6) (m4-«)(ffi -f- '1 ) ( m +- <> ) 



(m pair), 



. _ (iw-t-i)(>w4-3)(wi-t-&) , 

Aja .— -7 I 

^ * f 

■ impair). 

_ ( m 4- t ) (/H 4- 3 l(OT4-a)(»t-t--) I 

"47^:8 t 

!.i> nniiilirc total B,„ ili's tiTim ": rrnrdrc m, (M I'» nnmhrr' if>,„, dos termes 

(idiit I onlr*.', de iiiOiiic |>aril(' qu<! «1, ne dépa.«so pas /?/, sont pour la pre- 
mière formule 



palr)i 

^ _^ »tf<«4-a)...(gt-f-aa> _^ (m 4- 3>...<» -4- 3 0) k 
a.4>*-34 2. 4... M I 
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(m impair). 



o _ (m— i) (m -+- i). . (M-Hig) , (JW-M)('" t-3). . (m t- 19) 

2-4... iJ l!.'l...JO 



^ _ g (<« — I). ..(m -Hat) , (OT-M)(mH-3). ..(m-Hai) 

cl pour la socondt» formule 

_ «m(iR + a). ..<m + la) (*» -t- a)(»n- 4). ••('»-*- 'o) 1 

a.4>*>i4 a.4...io f 

} (m pair); 

*" ÎÏTÎ777ÎÎÎ •i.4>*>i3 ! 



B _g (»« -'-0(*'-»-3>(m->-5) (w-i fi)( »^^^-7 )^w-^-9)(w-^-n) J 
^ _g (OT + i)tw + 3)t w 4-.>)(w -t-7)'(/w -t- 9)(«w -f- 1 !)(/« + i3) I 



(/M impair). 



Pour l<> nombre (l< s argumeiiU, dans le cas de h première formule, il 
l'bl, à p<irlir de m — H, 

Cj»— KwH' ÛKju-t-l- -|Km.>«+ K«i-|> 

étant ce que devient C„ quând oa y remplace p par 4 et jr par a. 
On trouve, pour m pair, 

.. ^m(m<i-a)...(m + S) , (m-4-9)(m + 4)(<n-«-6) 
a.4>>>io a.4>t> 

Cette valeur de Km s'annulanl pour les valeur» — a, — 4, — 6, la valeur de 
Cm est encore exacte pour m = a, 4» G* On obtient 



m { + 3o»i*+ io4) 
^3o 



C„ ~ — ■ 1 



qui, pour m = o, doit être remplacée par i . La somme des valeurs de C„ 
pour m = o, 2, .4, . . ., m est 

^ m(m -t- 3)(«i' -4- 4»!' 4"'"' '■ H 3i3) 

*'« — ' " ^ " 3^ * 

Dans le cas de m impair, on trouve 

„ _ (m -h -j- 3)(ai 4 )( "' h)(m -H 7 ) 



I/i*\press!on T , (Inrinrc plu- li;nit <>t pnmrc valable pour m = ^, 5,3, i, 
CH rauoa de ce que k„ s'annule pour m — - i, — 3, — j, — et l'on a 

u • 

et la somme totale pour m = i> 3, . . .« i> est 

_ («I -t- 5m* 4- '>owi'-4- i3o/M*-t- içKjnt -t- 

®- 365 

Four la seconde formule, un a 
C = — i-5((wi H- i)(m ■¥ a)(m + â) 



dont rintégrale est 



®-= 6 



I.e TaMcau suivant donne les valeui-s des nombres A„, D„, C„, x„, ■»!.«,, 
z,„ pour les valeur^ pnires et pour les valeurs impaires de m jusqu'à m = i5 
cl pour les deux iorniules : 















M. 


A-- 














1 


1 


1 


■ 


1 


1 




7 


8 


tt 




16 


>7 


« 


vj 


3S 






li« 


lag 


6 


77 


IIS 


Hi 




49S 


63S 


S 


l8s 


994 


36ei7 


4011 


i«Sa 


3sS7 


■o 


î-t 


67:1 


1 79.» 1 


i7Î6'l 


4366 


665(5 


■■1 


7i< 


§386 






lOoOl 




X 




9640 


11044s 


107960 


W1710 


37409 


1 


z 




i 


.4 


4 


< 


3 


17 






56 


44 




5 


4« 


S6 


36o 


416 


«44 


493 


? 


1» 


168 


i;68 


3184 


9«4 


• 116 


» 




4» 


8916 


9100 


«7«4 


394" 


II 


5o4 


iyi4 




3jo32 


673a 


10671 


i3 


««4 


i84S 


66576 


9900^ 


i46n 




iS 


iM4 


3431 


176800 


«7S6118 


«6733 


S4016 
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La deuxième foimule donne le Tableau suivant : 



w. 










A.. 




<l 


1 


1 


1 


1 


i 


1 


% 


11 




li 


i5 


S 


6 


4 


S6 


69 


S> 


100 


i; 


w 


a 


i6| 




344 


44 f 


lu 


te 


K 


368 


6ai 


10B6 


i53u 


M 


io5 


la 


TOO 


i3oi 


iSaa 




Cil 


iflli 


11 


ii9« 






imo 


i4o 


33C 


ti 


t»j6 


4369 


1(S90 




«04 




1 


4 


4 


4 


4 


■1 






9» 




3» 


40 


8 


i« 


» 


iOO 


i3i 


1:6 


ai6 


9A 


3o 


7 




m 




8io 


5» 


70 


9 


SiG 


900 




'1640 


711 


14» 


it 




I8l4 






ii« 


««« 


1 { 












S Ml 


1 > 


•/3t>o 






37--.^ 







Pour les huil premiers ordres, on a, par la deuxième formule, 

i;5 coeffleienia, 

983 arfrunieols, 
a3;o icrnios 

46a coefficients, 
3471 argumenU, 
53^5 termes. 

!V»iir lif's (|tiii)zo pn^iiiicrs oiflros qu'il f;nK!r.Til envisager si l'on \o!iliiil 
«iblcitir le déveluppemeiit de la grande inégalité de i'allas, on a, par la 
deuxième formule, 1 300 cœffieients, toooi arguments et 6349^ termes et, 
par la premièref 6072 ooeflicicnts, 9i4a^i arguments et 443768 termes cor- 

rospdDclaii! à la seule valeur y ~o. 

(a's i i'->iill;tls nu>iilr?»Tif hirii l*t!M|>ortnnce «le la traiisfonualioii <|iii [xm-iiicI 
d'olitenir le second développement; nous alloua montrer qu'elle est toujouri» 
possible dans le syslèiuc solaire. 



et, |iar la première, 



II — Fm. a» T. 



E.3 



K.i8 t. tAfLuink. 

DEUXIÈME PARTIE. 



2. La transformation indiquée au 14 de notre premier Mémoire oon- 
sisie à poser 

(i) a'» + a7 = a» + «J-i'C, 

r j 

art' a", cos'^co5(H'— U) = 3a«,co8* j — rfco«(D + H), 



a«f'«', coa*^sin(H'-H):=ctsin(D-i-B). 



J' J 
ao'a', sin' — cos(K' — K) — aoai sin*- — </|>in(U|-t- K). 

a rV, tin* siD(K'— K ) = cf, tin (D, H- K). 



Nous r.i{»|H Ions d^ailleurs le« défiaitions des quantités c, d, 0, f/,, I), 
Kn posant, pour abréger, 

«— V''— *■=*» 
,_l<,_c>V^,-«<s(S, 



«roA 



•t =: eos* - cobII ■+■ sIn* : cosK , 

ifc =: co»' - cosH — iill' - cos K, 
a a 

e = CM* - sin n -I- Bin*^ «n K, 
a s 

<D==CQ«>^ siflH-sin*- sinK, 
X a 
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on a 



(f 


cosD ï= 




d 

Ml 


sial> — 




A 


co$D|B 






ain D| — 











3. Le* équations (2) dëlermînenl toujours, comme on sait, des valeurs 
positives de 

j» j» 

»«'«', COS* — y %«f«ti Bill* — 

et des valeurs réelles de 

H'- II, K' -K. 

On en conclura pour aa'a, et J' des valeurs positives. 
Ayant 

on voit de suite que la condition nécessaire et suffisante, pour que l'on ob- 
tienne pour a' et a^ des valeurs positives, est 

(3 ) a*-4- rt| c — m > o, 

4. On a, par les équations (2), 

(4) iia'a,' COS*— =:4<»*«îcos'- — 4««i cos'-f/ costl» -<-H>-4-t/*, 

s 3 3 

(5) 4«''a'i' sîn*^ =40'»; ski | 4<rai siii*^«r|COi<l>,+ K)-i-<i;; 

nous allons y remplacer cos D, dûn D, cf, cos I ) , , sin I) , \\ar leurs valeurs ; 
on voit aisément que Téquation (5) se déduira de Téquation (4)en rcmpki- 

J J J' I' 

çant H par K et K par II, cos' - par sin* - cl tiîce verta cos» - par sin**- ' 



On obtient, par siin|>lc substitution, 

4 -3-r co»* - = ^ — i ' 008*- -I- s- — ^ »in*- 

ira\ » 9 * a a « 

-♦• ^(a — y)(a — ô)^cos'^ coiall + iln'^eosïK^ 

-H I (s — ^) ro - y)*-*- 1] «In* J n - K) 

7(^-/'j[(i-ô)'-t-i]siii'Jcos(H-4-K) 

fit 

a*a] % s a 3 a 

H- (1 _ _ J) ^«os» i cossil + sin» i coêi Kj 

^i* — à -~ -/y i] s'm'-i cas(H — K ) 
■*■ |(s-r)[('-<)*-i-i1sin*lcof(II + K). 

.î. On voit cic suite que ces Tonctions ont leurs plus grandes valeurs pour 

H = o, K=o, 

riir Ions les corffiriciils sdiil |)r)silif!<. Kr IcriiH' r a en iitôm»' tcmjis s.i |>!iis 
|H.-lilc vuleiir. Il siiffil ot il fst iiùcciisairc que lu coudilioo {'i) soit satisfaite 
jiour ces valeurs de II ot K. 
On a alors 

X-^t, Tfc = cos.l, Z—^>, iù — v, 

U — <>, 1», _ 180", 
11=11, K _K, 

A=<SoosJ, A = |3cosJ. 

rt'fl', , J' ^ , 

•» - cos» - ^1^^1 — 3) ctisJ, 

»-— 1 mn»— =1 — (1 — 3)co8J, 
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Cl la oondîtîon (3) devient 

(a — 0|) — ^ ' — 3«fl|C't;,> o. 

6. On peut toujours supposer Of^a el écrire Texpression précédente 
sous tes deux formes 

(«,«•, — aatf)» — 3a*«* H-a(rt — «,)', 
(«* — aa,e,)*— J«îcî-»-a(a — «i)», 

f|ui monirenl qu'elle ne peut être négative que si 

On pour Mars, les petites planètes extrêmes et, pour Jupiter, les valeurs 
suivantes du demi grand axe : 

Mars , , 1 ,5s36g 

@) Méduse a, 13375 

JM: Hilda 3,(>5aa8 

Jupiter. ............... d»aoa8a 

Le iiiiiiiiiiinii (le 1 — — el celui tic — — 1 ont liiMi pour Hilda cl .liiitilcr 
a ai ' ' 

(Hiur lesquels 

I— — =o,a4, -— i = o,3a. 



Il s'ensuit que les excentricités dcvr.iicnl cLre loules plus grandes que 
o, i<); or cela n*a lieu pour aucune des grosses planètes. Donc les valeurs de 
afa\ seront toujours réelles et positives, et la transformation est toujours 



COMRIBLTIO^S 

A U 

TUÉUIUE DU CEttCLE DANS L'ESPACE; 

PAR M. G. KŒNIGS, 

MaUrc <lc Cun(érancc» 1 l'i^cule Normale. 



Iloprcsonloiis par S,, S,, les puissance» d'un iu»^mc poiiU 1' de 

Tespncc par rapport à cinq sphères orthogonales deux i deux^ cl de rayons 
R,f R,, R,; posons 

S, s, s» 

OÙ ,5 est un fadeur quelcoinjuc I.l's quanlitcs x, sont les coordonnées pcn- 
lasphérîques du point P ^ il existe entre elles la rektioa identique 

Toute sphère est représentée par une équation linéaire 

et tout oerde sera défini comme rintcrsectton de deux sphères, 

($) 2 2 

Posons alors 
(4) Pik—fibt — atbt, 

en sorte qu'on ait 

les quantités au nombre de dix seulement, si Ton tient compte des 
xi.—rvf.étT. F.i 



F. 2 «;. k(»:M(;s. 

cqu.Tlioiis {Ji), seronl les coonloiiiitVs du cercle ( 3). Ces quaiilitcs inlcr- 
vieiiiiciit «liins l'ëqualion rliarnno des splièrcs passant par le cercle el 
ortiiopoiiale à chacune ties ciucj sphères cuorduuncuti. l'ar exemple, la 
spli* 1*' pu.s^auL par le cercle (3) et orthogonale à la sphère S/ a pour équa- 
tion 

Os cli\ fi,^ nesontpas in<l<'i><'iidan(es. Il doit exister cnUveiks 

Irois relalions disliiicles, car un cercle ne dépend dans l'espace que de six 
purauièlres. Néannioius nous allons êirc condtiit à un plus grand nombre 
(te rclulionH non «Irictcmcnl identiques, connue on va le voir. 

Soient a, y, 8» eles cinq premiers nombres écrits dans Tordre de pcr- 
mutaiion itaturellc i, s, 3, u 5 à partir de Tun d'eux, <|uc nous appâ- 
tons a, ci posons alor»| d'une fafon génératc avec rcttp convention, 

Il y a cin(| <juantilés il,, car a i>eutètrc i, 2, i, j ou 5. 

On trouve sans peine que les quantités vérifient, en vertu de leur dé- 
finition, les relations 

<6) l2i=o, Si,=^o, 0,-0, ti»=o, Ut=o, 

et que ré»"ipntqnen i si di's quanlités ^où j^. | 1, 2, 3, 4 OU 5j véri- 

rilieiil à la fois les relalions ( V) et (6), ces <]uanlit<''s sf>nt les coordonnées 
d'un cercle duns IVgpacc. On prouve pour voile, ix^ciproipin que Ir» cinq 
sphères 

s<' crjnpeiil suivant un méini> r.'rcle ffi vertu des n liilioii^ ( "> ) el ('(î ). 

Ueslenl maintenant les étpialiotis (<»), rpii sont au niuuhre de cinq et, 
en apparence tlu moins, ne laissent aux <]uuntilés homogènes p^ qu'un»' 
quadruple indétermination. li!n nralilé, ces relations (G) ne sont pas louteii 
distinctes. 

l'.nqilovons le lan},'a^;e îles esjiaees à [iltisieurs ilimensionH. Dix qunn- 
lites/;,, Ivérifianl les icLilinn*^ 1 Vi| <tm\ le< coordonnei-s liomuirèues ponc- 
tuelles dans un espac<- linéaire l: a neuf dimcni>ions>, el Téqualion li, ^ o 
représente dans l espace E un espace quadratique k huit dimensions. Or 
on constate par un ralrul facile que, dix quantités quelconques /frétant 
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données, qui vérifieot l«s équations (5), on • les identités 

au nombre de cinq; et, en s^appuyant sur ces identités, on prouve alors que 
les cinq espaces quadratiques à huit dimensions Q,, û,, - -m A« 
commun un espace à six dimensions qui est du cinquirme degré. 

A chaquo point <\c r<>t <»<|»r>r(' }'.], <ltt rinrjniAmp di'pTf* ;'i 'îix dimensions, 
i'é|>ûiid un ccrck «h* 1 espace ordinairo, et inversrmt'til. l)f)iic : 

fxt t^roméfrie «lu rrrclr rfnnt l'r^pnre nfflinnirf rnïnrtdi' avrr rrff,' 
du point dans un espace qutnliquc à six dimensions contenu dans un 
espace linéaire à neuf dimensions. 

I/cxisloncc de cet espace commun aux <.'.spaces cjuadraliques U,, 
iij, . . ■ , explique comment les équations (G) laissent au cercle sa sex- 
tuple indétermination, bien que deux d'entre elles ne soient pas stricte- 
ment une cons(M|uence des trois auircs. 

Je passe rapidonient sur c^s fails faciles à clahlîr, et qui ne sonl pas nou- 
veaux, puisqu'ils ont servi à M. Siéphanos dans ses deux Notes à l'Acadé- 
mie des Scieuces sur les s^ slùnies de cercles ( ' ). 

Bencontre de deux cercles. 

Le but de «es noies rapides csl de montrer i'uLililé des cinq formes qua- 
dratiques 0, {p), que nous avons cinlessus définies : on y verra plus d^unc 
analogie avec la théorie des systèmes de droites. 

Soient doux cercles ( p) et (/>'); s'ils ont un point commun, P, leseoor- 
donnécs pcntasphériques de ce point doivent vérifier les équations 



' tà «1 



OÙ /, Â', m, n sont quatre indices quelconques parmi les cinq premiers. La 
K solution de ces quatre équaUons (8) se lait delà façon ia plus simple, 
comme il suit. 



( ') Comptes rendus de ('Académie des Sciences. 
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Posons 

les équations (8) doiiiicnl alors 

(o) , ^' . - - 

SI. (F,/»') ~ SM/»,/»') «.(/'./>')' 

cl connue a,, x , doivent vériUer l éijualion (i ou a la condiliou 

de ronoontre 

ta 

Si, au coulrairc, la ronconirf des deux cercles a liou en deux points, ou 
peut faire paner une sphère parles deux cercles, et les quatre éqaation« (8) 
doivent se réduire k iroîs distinctes; <hi en conclal que tous les dénomina- 
teurs des équations (9) sont nub, et Ton a alors la condition 

(II) fi,(/>,/>') = o, Û,(p,/p')=o, = 0. 

Maison consiaiu encore ici, facilement, que ces ciru] ('■cpuuions n^cn com- 
portent que deux distinctes. 

Rencontre de cercle» infiniment voisins. 

Si l'on veut, en particulier, que deux ccrclci< iuliuiuient vuisini> (p) el 
(/» + dp) se rencontrent, on trouve, si la rencontre a lien en deux points, 

(II)' l>,(rf/>)=o. 12,(.//>)_o, lî,(d/,)^o, LÎ,(,fp)-0. U^(dp}:^Oi 

cl, si la rencontre n'a lieu qu'en un seul point, on a seulement 
(lo)' V i.,(rf^)ji_o. 

Cestdonerévanouiseement d'une forme biquadratiquc des différentielles 

des coordonnijc<^ qui rxprimo la rencontre en un point unique; on en peut 
concliu-r' tout do suite que les oongmenccs de cercles n'onl généralement 
que quaii (■ -urfuccs focales. 

On voit par les formules (0), (10), (1 1), (10/, (i 1)' l'analope avec la 
théorie dasdque des systèmes de droites. 
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Cne autre forme quadratique. 

Il esl, oulre les cinq formes quadratiques Qf, une sixième forme qui, 
elle aussi, intervient uiilomont dans cette iliéoric 

Pour cloiiiior un exemple des calculs cl des rétluclioiis (|uc ron rencontre 
dans celte question, cherctions le rayon d'un cercle donné (p ). 

Je rappelle que te rayon p d*une sphère ^ a,.gj = o est donné par la 
formule 

cela «'■lanl, comme toute sphère passant par le cercle (/^ ) est représentée 

par ré<pialion V f X/>„ î- u<-/>fir^ -f, — «i, où ot, ^ sont deux «les iiulices i , a. 

3, 4i 5 cl X, deux j)aramèlres, le rayon de celle sphère aura pour 
carre 

p' _ — • 

Cherchons le minimum do p* lorsque la sphère, et par suite À : ^, 
varie, ce minimum est le rayon du cercle {p). 
Sa détermination n'offre aucune difGcultc; on trouve 

Cette expression se titinsfoime facilement comme il suit. 
On a d'abord 

Mais on a aussi, en vertu de (6), 

p^iP^i - Pt^Piu = Pa.fiP>j ; 



F.6 



C. MKNIGS. 



il vient donc 

on a rnsuiu- 

il 

*» 

Or on a 

pliPh PhPl" - ^P«PfP»jPH — iP*iP^ -PiuP^y =pl9 Pi . 
PhPftP^ •^PhP*' — PvPpiPK/Pfj —P^iP<f*PtnP^ 
= O'wflfe -PMPfij) ip^jppt —P^Pfj)=pitPifP''Ji 

le dênominalear de p* s^écrit donc 
on a donc finalemeni 

^Ph 

(19) p«= -ï- 

Le numéraleur de celle fraction est la somme des carrés des coordon- 
nées du cercle (p); je représenterai par S(p) cette forme quadratique 

(■3) Z(p)=^Ph' 

Celle forme s.( p ) joue un lùle iiuporlanl dans la ihéoric des cercles dans 
Tespace. Lorsqu'elle csl nulle, le rayon du cercle csl nul. Nous allon:» 
montrer que sa forme polaire intervient aussi très utilement; je représen- 
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terai pai'8(/>,^) celte forme polaire» en corte que l'on aura 
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Cerclés en invtdulion. 



<^(insi(!rri)iis doux ccrclos (p),{ /'' i. >i l'iir Tun d'eux on peut iin'in'i' une 
sphère orthogonale â l'aulrc, rcciproquenienl, on peut, par c<'lui-< i, mener 
une sphère orthogonale au premier, et nous dirons alors que les deux cer^ 
des sont en invoUuion. 

Prouvons (rai)orii la n'-ciprocilê que nous venons d*avanrer. 

Rappel<ii>s f|in' lc< /u\ (7-.s- (riiii ci'irli' surit li's Honiinels fies <leii\ eôni'S 
isolropes passant par ce i crcle. Si un cetcle est orthogonal à une splièn", il 
a sur elle ses foyers, et, réciproquement, si les foyers d^un cercle sont sur 
une sphère, celle-ci est orthogonale au cercle. En cflet, pour qu^in cercle 
soit orthogonal à une sphère, il faut et il snflît <pie deux sphères quel- 
conques, passant par ee cercle, soient orthogonales à la sphère; si l'on 
piend, en parlictilim*, ftmir Ifs deux sphères les chiics i^^oltopes ipii pass(*nt 
par ce cercle, ou voit cpie ia douhlc condition d oriliogonalité consistera 
précisément en ce que les sommets de ces cônes soient sur la sphère. Ajou- 
tons que, lorsqu'un cercle est trace sur une sphère, le rapport de« distances 
d*un point queleouipic de la sphère aux deux foyers est constant, et, réci- 
proqnernenf . lii'ii des points, dont le rapport des distiuircs fi deux points 
fixes est consiaiil, est une sphère qui contient le cercle dont ces deux ])oints 
sont les foyers. 

Ceci posé, si par le cercle (/> ) lui peut mener une sphère S orthogonale 
au cercle (yo ), cette sphère S doit passer par les foyers I', () du cercle (/l), 
et, en appelant P', les foyers du cercle (/>'), puisque les points P, Q sont 
sur une même sphère passant par (/>'), on a 

V ' pp. - pp 



(^eue égalité peut s^écrire aussi 
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et cxpritiif» alnis- q»if les points P'. O' sont sur imo môme sjih^rc pa<5sant 
par le cercle cjuia i', Q pour toycrs; il en rcsullu tju il cxislo une splière 
pHssani par te cercle (/>), et orihogoiuik au cercle (p ). La réciproque est 
ainsi établie. 

K(>rii:irqiioiis ici que les points P, P', Q, Q' forment un quadriUlire 
dont II- pt iiduil âo (]f^n\ oAlf's njiposi's est f'<,';il au produit des deux autres. 

(Cherchons maintenant ù exprimer que deux cercles (/>), (p') sont eu 
învolution. 

Si, par le cercle (/»'), on peut mener une sphère S ortliogonale au 
cercle toutes les sphères passant par (p) sont orthogonales à S, et, 

récipri)(|uemenl, si deux sphères |)a$Mnt par (^) sont orthogonales ù une 
sphère S pasv-nril par (/>'), toutes les sphères passant par (p) seront orllio- 
youales à S, et les cercles (/>), (p ) seront en involulion. 
Prenons donc la sphère 

i 

menée par le cercle (/>') et qui, par hvpolliése, est orthogonale à toutes 
les sphères menées par le cercle {p), on aura, en exprimant Torlhogonalilé 
avec les sphères 

les conditions (') 

I i 

d'où, en éliminant X, 

^f'vPfi^p^Ptt —^ppPfi^P(up«4 = o. 



(>} Oa nit, en eflct, <|u« rorthogoiulîté des •pbiret 
•'cxprine |wr réquilioa 
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Celte équiiliun peut prendre une forme l>t«aui Oii[> plus sunctrique, d'où 
sonl éliuunés les indices a, ^, p, a; elle peut s'écrire, en effet, 

c'eit-&>diTe} 

en vertu fî«'s ('rpiatton* (('■>). 
On voit donc que l'équation 

exprime Vinvolttihn (*) die* ((e«« eercleg (p) et (p^). 

La symétrie de cette équation met de nouveau en évidence la réciprocité 
que nous avons directement démontrée ( *). 



(■} Ily • eBem une autre espèce «flavolutiuii <le deu\ cercles ^ l'on pourrait appeler 
bi-invottUhn ; elle e lieu quaad un eerek (p) |ia«!)<- par ks fuycrs d'ua autre (/>'); la rela- 
tion psl réciproque, et toute «phère (nrtic'i' \>.\r I un .1. - i r i . !« e«l orthogonale à toute npliére 
menée par l'autre, et, par suite, est uribugondSc k ce i.:«;riic lui-même. Dans c« cas, l'équa- 
tion d'ortb»Bonnlité 

P*\P'pk-^PinP^i •'-^PvkP^ ~ » 

a lieu pour toute* lea valeurs dea ladieea « et % Quatre aeuleoient de eea conditions sont 

dislînrte^. 

(') Il i Lin rlsmcnt intén'-^-iiii , ijur I dii iipiM-lri r,ini;Ii- (II- deux cercles dnu'» 

l'espace. Soient un cercle c cl un cercle c' ; soient 4>, 4>o; 1"', *'j leurs fuyer» respectif** Le» 
sphères passant parc' tracent sur la droite 4mI>, une invulution| soient A, A« les point* dou Mes 
ds cette involation ; et considérons le rapport anbarmonique 

Ce que uott* prapoaoBS d^appder l'angle de* cercles e et e', e'eat la quantité 

on a la formule 

Ou Toit que dans l'expreuion de coaV le* cercles « et e' figurent symétriquement; quand 
V est droit) le* cercles foat en involutioa. 



U. - Jttae. dê T. F.» 
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Des systèmes de cercles e/, en particulier, des syslénws Itnëaires. 

Une équation homogène, entre les coordonnées d'un cercle, représente 
une sérir fiiny fois indélerniinée <le rt rrl<'s : deux représentent une série 
quatre lois indélerniinée, trois représentent un compk'xc de cercles on cer- 
cles trois fois indéterminés, quatre équations repréBcntent une congruenee 
de cercle (double indétermination), cinq représentent une surface cerclée, 
et enfin six déterminent coniplélcment un OU pluneurs cercles. 

Si toutes les équations sont linéaire^!, on a des système linéaires de cer- 
cles, (|ue nous représenterons par les symboles A», A», A*, A»i A|, A*, l'in- 
dice indiquant l'indétermination du système. 

système A«, ainsi que le système A>, a été Tobjet de fort intcrcs- 
sanles recherches di' M. StépliatlOS aux Comptes rendus de l' Académie 
des Sciences, recherches qui- nous avons déjà citées. Disons, d'ailleurs ici, 
inn' fois pour tontes, que nous ru- conn.iivsoivî; mil autre travail sur cette 
quei>liun jtleuïe d'inlcrcl des cercles dans l'espace {' j. 

D'après ce que nous avons dit au début sur l'espace EJ, commun wxk by- 
perquadriques Q/, on voit que les si^c équations linéaires qni définissent A( 
•nroni «n commun «ver, les équations 

i2t = o» fi, ISO, Q»-=«i 1^=0, fi,=o 

un nombre de solutions égal au degré de l'espace commun à ces. hypenpia- 
driques, c*cst-à-dire égal à cinq. 
Le système A, est donc un ensemble de cinq cercles, c*est le pentetcycle 

de M. Sléphanos. 

Montrons connnent la notion ùa /)entacjrle est liée «celle de con^rwertc** 
Unéaire par le moyen de celle d*involulion de deux cercle*. 

Si l'on considère le» quatre équations linéaires entre les pu qui défini»- 
Rcnt une congruenee, savoir 

j ^ -Of 

(I) J'ai eouiniiniiiuù la inincipaan faïu, r^nn» dans ce résamé, k la Sori^lé nadiéma- 
liqae d« Fraaee en atTil 1SB7. 
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Oïl peut remplacer Tune quelconque de ces équations par la combinaison 

linéaire 

Or pusuus 

ce qui assujettit simplement les quantités p]^ & six équations linéaires; si 
Ton veut» en oulir, que los p]^ soii'iil les coordonnées d'un cercle, le |>ro- 
blème sera déterminé, el Ton aura rin(| .solutions ou cinq c'^rcles (/>"), 
(/'"')• ^ Z'"*^- ( Z' *'^ formant un pontacych. Aux ( (iniilions linéaires 

primitives on peut «jonc sul)Stiluer quatre quclcorujues des cinq équations 

u 

qui exprime quu les cercles de ia congrucnce sont en involution avec le 
cercle (/»*^). 

Les cercles d'une congrucncc linéaire sont ilonr m invotulion m ec 
cinq cercles formant un pentacyele. 

Notons encore que, si Ton considère quatre cercles. crrclt^s en irixolu- 
liûi) avec eux forment une congrucnce linéaire et sont en involution avec 
un cinquième. Ce cinquième cercle forme avec les quatre premiers un pen- 
taqrde, en sorte qu*un pentacyele est déterminé par quatre de ses cerdes. 

Je n'insiste pas ici sur ces résultats, présentés, sous une forme un peu 
différente, par M. Stéphannset fort él<'"çramnient développés par lui. Je pré- 
senterai seulement quelque» remarques sur les systèmes A», qui me parais- 
sent devoir être Forigine de voies nouvelles. 

Considérons Péquation 

(<*) ^ 0, 

là 

qui représente un <^\nrmr' A, ; je vais chercher la distribution des cercles 
de ce système sur la sphère S 

soit donc une autre sphère £, 
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qui coupe* la première suivant le cercle (/}) 

ce oerde fiiisant partie do système A|, nous devons avoir 

ou encore, «îii convenant que = — a*,-, Om= o, 

(•9) JX/J*'*'*""' 

I * 

Considérons alors la q|>hère S', 

i 

où l'on prend 

(ao) ^1 " ^ q<* ^it 

réqiiatton 

exprime que les sphères S' et £ sont orthogonales. On a, d'aillears, évi- 
demment 

(91) 

en sorte {|ue S' est aussi ortliogoniile à S; le cercle (/>), inlerscclion de S cl 
de 2, est dotjc orlliofîoiial à S'. D'où ce théorème : 

TfJi/.s Irs rrrr/,:s il' un sy.stdfnc A , 7'/' ■'iofit IrO' i's sur iitif splirrr S (iiirl- 
conquc sont ortho^unauc à uni; senmdi' .sphère S', que nous appellerons 
la conjuguée tic S. 

Nous avoii-i rjt'jà iviiiarquc «ju'une splicrc et sa conjniriH'*' sont «n ihu- 
gonalcs (i',i[)i<'s I « ijuiilioii (ai). Mais la correspondance entre S i i S ii i-sl 
pas rc« ipro(|ue; en cflet, toute» tes sphère» conjuguées des sphères de 
l'espttce sont orthogonales à une sphère fiée K, que nous appellerons la 
sphère centrale. 
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Four établir cette proposition, remarquons, en effet, que les cinq équations 
à 

sont compatibles, carleurdèlerminanl est symétrique gauche d*ordrc impair. 
Soient K, , K,, K„ K^, les solutions de ces équations compatibles. On voit 

d'après (19) que tous les cercles tracés sur la spb^e (K), K/S/ = o, font 

partie du système A». Le ccrclc(K, S), intersection des sphères (K) et (5), 
fait donc partie du systAmc A,; il est ainsi orthogonal i la s.p]uWc (S'), et, 
par conséquent, la sphère (K) qui le contient est orlhogonale à ( S ). 

c. Q. F. i>. 

Tontes les sphères qui coulant ta sphère centrale sttmtnt un même 
cercle ont même conjuguée, 

V,n cflet, les équations (21») donnent la même valeur |)Our les /] si Ton y 
n>in|)liu (• les 1^ |iiir \ pK^, r'i'sl-à-diro si l'on y remplace la sphère S par 
une sphère quelconque passant par le cercle X, iiilerscctiou des sphères K 
et S. On peut donc énoncer \f théorème suivant : 

Tous les cercles du système A, qui coupent deux Jois un cercle quel- 
conque \deia sphère centrale sont orthogonaux à une même sphère S'. 

Appelons X' le cercle (S', R); lu correspondance entre les sphères S, S' 
se réduit, on le voit, i la correspondance entre les cercles X, X', traces de 
ces sphères sur la sphère centrale. 

D'abord les cercles X, \' sont orllu)},'onaux enlre eux, eomine on le voit 
snn<: yx'ine, puisque X est orthogonal à la sphère S', qui est orthogonale à 
la sphère K. 

Mais cela ne suffit pas pour pouvoir construire le cercle X' lorsque le 
cercle X est donné, il est nécessaire de recourir à Fétude des formules (so). 

Nous srinns iHri>i (oinliiils lout d'abord à définir les invariants d'un 
sv«ièTn<' \,. dans lesquels OU verra encore intervenir les formes quadratiques 
déjà considérées. 

Cherchons les sphères qui coïncident avec leurs conjujjuées. 

On p(!ut prévoir que, s'il existe dc telles sphères, leur rayon est nul; car, 
si une sphère est orthogonale à elle-même, son rayon est nul, et c'est ici le 
cas, puisqu'une sphère et sa conjuguée sont ortliogonalesi en second lieu. 
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les centres de ces sphères de rayon nal doivent être sur ia sphère centrale, 
puisqu'elles leur sont orthogonales. 

Mais les formiilfs (20) nous donneroni i\cs résultats plus complets. Expri- 
mons, couforménienl à l'hypothèse, que Ton a 



r 



— — *• 



/, ~ /, ^ h U h 
où * est un paramètre & déterminer. Les formules (20) nous donneront 

«»,/,-*-«„/,-!- S /j-t-o.i/j-hrt,,/, — O, 

on tire de lA Téquation en « 



/(*) = 



M a„ a„ 
Oii < ail a» 

flti «M a»« «4k * 



=;o. 



(:<><t(> équation change simplement de signe si l'on y change le signe de i\ 

on a, en elR-l, 

* —1 On «I» «u «I» 
au Ati «M «11 



*•« ««« «*» 



/(-*) = 

*»l «M «W *»» 

ou, comme «/«^ — oiui on peut écrire 



* flfl «M «M «M 

^tt ' Am 0»t <in 



■ 4 • a « 



«» «Il «I» «H * 

le déterminant est/(«) où les lignes sont devenues les colonnes : on a donc 

/(-*) = (-i)»/t«) =-/(*). 

L'èquatioD du ciuquicme degré /(s)~o ne contient donc que des termes 
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impairs el peut s*écrire 

/(f)^«(«>-t-lj<^|}=0. 

La wlution « s o fournil U sphère centrale elle-inème ; mais nous voyons 
qu'il y aura encore quatre autres ^hères, celle»^ de rayon nul, qui véri> 
fieront Ténoncé, et qui seront données par l'équation 

Ia;8 quantités I et J ont pour expression 

'/ 

i 

dans celle dernière formule, les indices /, m, «, p, q sonl les cinq premiers 
indices, pris dans Tordre de permutation i, 2, 3, 4i > partir de Tun 
d'eux I. 

Hepré.wnlons par \{a) l;i forme adjointe de la foniie S(p), el paru, (a), 
«0,^7), 0J1I rr), w,(a), o>J(f) les formes adjointes de û|(/>)» .... 

on voit que Ton a 

t 

Ces quantités 1 et J sonl les invariants du système A|. 

On conçoit «|uo ces invariants ont une importance capitale, car on en 
pourra déduire aussi les invariants des systèmes linéaires inférieurs A4, A», 
At, A,, A(, qui seront des combinant* déduits de ces invariants. 

Reprenons mainlenanl Téquation 

»»-t-l«»+J — o, 

et désignons par 1, — t, 7', — 7' les racines de cette cqualion. A f-Jinrurie 
répond une sphère, ce <|ui donne les quatre sphères £, £«f dont nous 

désignerons les centres par c, c„ c', c,. 
Prenons deux de ces sphères, correspondant à deux racines quelconques 
^ de Téquation en «, nous aurons, en daignant par gt et g', les coordon* 
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nées de ces sphères. 

On lire de la première de ces équations 

* 2 ^* ^' " X X = 2 «.*^4ér. . 

t il U 

* * « <i ' 

on peut écrire, en ajoutant, 
car s — a«,-. 

Supposons que .ç et soient ('"paux et de sij^ne contiaire, alors cette équa- 
tion a lieu d'cUe-môme; mais, dans le cas contraire, on a 

De là ce théorème : La aphire Letla aphère £o «tni toutes deux ortho- 
gonales aux sphères l' el 2'^. 

Mais, oommo les rayons <lf« «sphrifs ^ et ^' ^rml il f;iiit, pour 

qu'elles soient orthogonales, que leurs centres soient sur une même ligne 
iaotrope. 

On voit ainsi que les droites ce', ce',, c,e', c»eâ *ont quatre droites 
isotropes, et comme les points e, i;*, c', c', sont sur la sphère centrale, oo 

l'n conclut fitif' Ips rAif's «lu quufirilatère cc'c^r'^c sont (pialre g^nêralricps 
rrctilignes tle la sjdiorc centrale ; autrement dit, les droites cc„ c'c, sont 
deux droites conjuguées par rapport ù la sphère centrale. 



et de la seconde 



mais, comme 
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L tilisons ces résultats dans Téludc de la oomspondance cnire les cerclex 

X cl X' tlt'-jà (It'liiiii!:. 

Prenons pour spLèrus de référence S| el S, deux sphères orllaigoiiales 
panant en cet c« el orthogonales à la sphère K ; pour sphères S, et S^, deux 
sphères orthogonales entre elles et i K, et passant par e' et c', ; enfin, pre- 
nons pour S5 la sphère K. 

(a* systom.' ( iiu[ «phèrrs sera (jnintuplcnienl orthogonal, et la corros- 
pondauce tiilre le;* sphères S(/,, . . ., /s) el S'(iî, . . /j)csl, eu égard 
au choix des coordonnées, établie par les formules 

I --ait, 

où p i'jI un jiarainètn.' di.' pro|inrtinnn;>lili'', d a iinr constanlf. (_)ri peut 
regarder /,,/,, 4, /, conuuo les coordonnées lêlracireulairesau/- la sphère K 
du cercle X, et /, , , l\ comme les coordonnées du cercle X'. Les quatre 
premières formules ci-dessas établissent donc la correspondance entre ces 
cercles. 

D'après ces formules, l'équation du cercle X étant 
'i «I 4*1+ '»*• + «»«■* = *» 

celle du cercle X' sera, 

(s4) /|«|— 4«t + A('»^«— 'l't)ssO. 

Le cercle F mené par les points c et Co oi ihogonalement au cercle X a 
pour équation 

le cercle F mené, de même, par les points c' et c^i ordu^onalement au 
cercle X, a pour équation 

réijtiation prouve tout d'abord que le cercle X' passe par rinlersection 
des cercles l' et 1". 

Notons ici que, puisque T cl T' sont, par construction, orthogonaux au 
cercle X, le cercle X' se trouve naturdl^nent être orthogonal à X. II faut 
donc trouver une troisième propriété du cercle X', qui permette d^achever sa 
IL - Fût, dt T. F.3 
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construction. Djms c<Mlc pi-oprioU- doit foiT('iii<"iil iiiliTvonir l'invariant 
absolu â, qui, d apri-ti nos notations, est Uo au\ invariants i et J par l cqua- 
tion 

V « 7 i ' 

Rappelonsquo !<■ cosinus di> I angli> Om sni^ ordinaire) de deux ccrcl«s (/), 
(oi) irac^ sur K c»! donne par 1« formula 

cela (Hani, J'appelle V' Taiiglc du cercle X' avec le cercle qui a pour 

cosinus 

l/aii};l<" <l«' \' avec I" «-si cpi! à ^ — V . puisquo F et 1" sont orthogonaux 

( aiicndii que liMirs plans pasKunl par les droiles cc, el c'c, qui sont conju- 

^lU'c») ; on a ainsi 

ce que Ton pcul encore in i ir.» 

/fi ^ [t 

( là ) lang \ - « y' r| +7J * 

Or considiTons l<' > •■i cli> 1\ qui coupe ortliogonalemont le cercle P en 
c cl r«: il a pour ôquution 

de nn'iur, le «•.•n lo qui coupc ofiliogonalonicnt le cercle F, eu c' cl c,, a 
j«»ur rtpialion 

CCS deux cercles se coupeni orilioj^onalement, el le cercle X passe par leur 
intersection. Soit V lan^île que X fait avec T,, Tangle avec sera ^ — V, 
cl Ton aura 
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d'où 

la formule (27) devient donc 

(a6) taDgV'=<iiangV. 

EoTctiuiiK'', le cercle X étant donnô, on mènera (uir e et un cercle F 

oi lho|;onal à \, cl par c' et «n cercle F' oi llio{(onal aussi à .\ : on con- 
struira on^nîlf' les cordes F, et Fj, «jui coupent respeclivemenl à an};!*' droit 
le c«.'rclc 1 ■11 r cl >\, cl le cercle P' en c cl c'^] ces cercles F», F„ soiilorllio- 

gonaux cl se coupent 1 11 i1<mi\ ])(>inls situés sur le cercle X; soient V, — ^ 

les anjîles sous Ic-cjui l- !.■ 1 i rcl' \ coupe ces crclcs. Pour coiTitniire le 
cercle X', on uirnri .i, p;ii les jminis cotuiiiuns aux cercles F cl F , un < < rclc 

qui coupera le pri itii. 1 sous l'angle V", cl le second sous Fanglc ^ — V', où 
V' csl donne par la formule 

lan^V'^ « langV. 

.le n'insislerai pas davantage ici sur ces questions pleines d'inlêrél, mais 
«pii deninnfliMTiicnt . on le voit, à être traitées avec flrt.iil. 

Je voulais siu loui signaler ces formes quadrâtir|ues U cl E, qui inter- 
viennent si Mturellenient dans celte théorie. 
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SUR LA 

TRANSFORHATlOiN DË L INTÉGRALË ËLLIPÏIOIË 



DE âECONÏiE. ESPÈCE; 



PAR M. HERMITE. 



Extrait d'une Lettre adrc»ii:c i M. Matva& I^rcii, dan» l«& .Vemviret Je ta Sucii(e Iloyale 
dn Selimee$ «r« Bohême, 7' létie, t. Il; iSas. 



En modifiant an p«u te procédé ordinaire de réduction des înt<>grales 
hyperelUptiques, j'ai considéré, dans mes Leçons ('), les expressions de la 
forme suivante 

ou (j, A ot H sonl des polyixHnos (MUi«!rs pu x-, A el 11 n'ayaul cjik* tios tac- 
leurs simples et étant supposés premiers entre eux. J'ai montre qu'elles se 
ramènent facilement à un terme algébrique et k une expression semblable 
où Texposant a osi tliiniiititl- d'une unité. Dans le cas, par exempk , «tr 
a — I que je vais employer, on détermine deux polynômes P et Q par la 
condition 

et, en posant 

Q.^P-RQ - <u y. 
on a cette égalité, qui se vénlio immédiatement par la difTérontiation, 

./ A' vu ^ J A v îî 
Je Tais rappliquer à la recherche de Pexpression de Tintégrale elliptique 



f 



(') Cours d'Ana/jse de lu Faculté de* Sciences de l'arù, 3' i-iiii., p. .18. 

II. — Fae. da T. G. I 
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IIERMITC. 



fni \ - y csl la ioriiiuk' <Jo traii$ioniiatioa de Jacobi qui satisfait à 1 e<|ua— 



tioii 



rfr 



de 



Je reiitarque d'abord t^uc- l'un peut écrire 

de sorte qu'en prenant 

R = (r_x«)(i-**x«). G = X»U», A-V. 

la relation précédente nous donne 



vit 

Cola étant, je dis que Q, est divisible par V, c*cst-à-dire que le second 
inombre ne i miii. ni ji;,- <| lui/ -i .ili's de troisième espèce qui admettent des 

iiifiiii> il liiiih] iio. \L 1' n. li i .| [i. til ,/ jn '.'.rî , <■[ i :i!rul, CC résultat 

ini|Hii I jii'' I • liil-lii .11 1 ri>iiii.- ii[iii'iii-'iit <lr la manière suivante. 

L illu^li c ^'L'uJiiL'Lro ut a lail ubsui •jUC, 1 UlU-^idlo 

J \ \' -J l'y' - '^ J j 

n ayant point d'infini logarithmique, il en est de même nécessairement de la 

Irsmsforméc en :xr obtenue en faisant^ = ^> puisque la nouvelle variable esl 

une fonction algébrique dey. Il ne nous reste plus, par conséquent, qu'à 

obtenir le polyndmc Q et le quotient entier ^< Pour cela, j'emploie Têqua- 
tion dilTérenlielle 

v'i» — - ^' V'"' 

après avoir substitué la valeur / = ^» j'élève au carré, ce qui donne Téi^alité 

M li^L V ^ l.V \ ■ - r t. ,1 \ - /Jl', 
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OU, SOUS une autre foruie, 

LHM»RV '->.-lj»)=: V*-(n-X')L'V'-M'R(li'«V'--2UL'VV'). 

On montre ainsi que M*RV'*^X*U* est divisible par V qui, étant pre- 
mier avec U, cl \y,\r coiisrijucal avec U', entre dams le second membre 
comme facteur. Soit donc, en désignant par II un polynôme entier, 

nous aurons 

).»|j«=:-VU 4-M«HV'»; 

or la relation par laquelle se déterminent les quantités désignées plus haut 
par P et Q, étant maintenant 

X'i-^v i'~ V Kg, 

. on voit immédiatement qu'on peut prendre P s — H et Q s ^ M* V'. 
Soit ensuite S le quotient entier y que nous avons encore & obtenir, et 
qui donne l'égalité 

On trouve, par la différenliation, Texprcssion suivante 

cl il < ii K'sude faciliMiicnl que S esl un siniple l)inômc gr* 4- //. 

Je cherche, en effet, la Jimile de ^ pour x inlîniment grand} en faisant, 
avec Jacobi, 

U = ^ [■ 4- A'a» + A'«* + . . . + A<«> J^*-» ] , 
V = 1 -H B'a*-t- B'*' + . . . -h B 



de sorte que Tordre de la transformation soit n = aito -i- 1 , on obtient la 



imJMTB. 



Lmb ' .1 



i\\û r< |H r>t iit.', par conséquent, la oonsiaiit'> g. 

< !i ttf V i! iir - • -ifirjilific an riioyon ih'^ r -I uions établies k la iin du ^ XU 
(les J- anda/jir/ttfi. >i l'on ciii{»tuif les bui\iinlos 



A 



M V 



I A R ■ 

ÎA ~ V ' A 



on 4>n lire aifsrincnt 
rc qui donne 



ff-A*1Ê*-*- xmX'M* ou bien «r = nA' M'. 

l'.ii >uj»|)i».-«aiil < ii>iiili! ./• o, «latis rf\j>irs>.inn «le S, ilvii:iU ft ~ 3 IJ M', 
et nous avons, i-ii coiistMjm'iitM.-, le résullal iiii^iurlaiiL coulcnu dans la rela- 
tion 

J V'VR ~ V J ^tt 

ou ciKorc, !>'t l'on revient k la variable y, après avoir divisé les deux 
nicmbreft par M*, 



V'v(i- 



) / (»/,'r' 1 ait 



Cciitla rrlalioii (ioiinér< Jacol>i, « ii n'iiiplaraiU Tïntégnile de seconde 
cspôrc ] .o'^ruiïrt' par rf\\>' <|(> M. VVciorstrass. 

•lu reviens niaii)lL-iiaiil au pol^ ititiiiu <^,, uiin d uUblir, par iiiio voio pu- 
rement algcbrupi*', qu'il est divisible par V. A cet effet, je reprends la for' 
mule générale de réduetton, dans laquelle R est an polyn^ïme de degré 
quelconque, 

/• (', 'Il g V R /• y, dx 
J A'v U ~~ V ' 7 Av R' 

en me proposant dV'xprimcr, au moyen de G, A et H, la condition pour 
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que Q, soit divisible par A. Ainsi (ju'on la vu plus haut, on a 

Cl, par conséquent, si l'on fait Q, = AS, il vient 

1»^ AS ^Ry -t-iU'Q. 
Cela étant, «n diOérentiant l'équalton 

G=:AP-A'RO, 

nous obtenons 

G' = AF' + A'( P - RQ*- R'Q ) - A* RQ, 
puis, au moyen de la valeur de P, 

«' A (P' -h A' S J - <i l KA' H- i R A' ). 

Prenons maintenant, suivant le module A, les valeurs de G et C; on 
aura 

G ^-A'UQ, 
G'=-Q(RA'+JK' V). 

et Ton en conclut immédiatement que le polynôme 

RA'G'-G(RA'+tR'A') 

csl divisil)lo par A ; c'esl le rcsultat. auquel il s'agissail de parvenir cl que je 
vais ai)j)liqucr en supposant R = (i — — ^^'*'')» G = U* et A = V. 
Mous obtenons alors Texpression suivante 

L[aHL \ -L(UV'4-iK'V')J, 

ou bien, en multipliant par 2, 

UtiRU' V- U(»RV'+ R'V')], 

ut ils agit de prouver quelle csl divisible par V. Cesl ce qu'on éublil au 
moyen de Téquation 

M'U(L V — LV ')'^Vk- il -♦-/») L»V'-v-/.»L* 
et de sa dérivée, dans lesquelles Je ferai, pour un momeol, U' V— U V' s» W. 



fi/i MOiMm. — *x% Là nLi5V0KaAYi<>5 m. L'onicBAtc ouniirrx. rte. 

M'WrsBW -«•W, = iV»V -j i-î.» IV I V — JïH'l'. 

MulliplMn!- b premier» {tar (IT*, la sec<Hid« par L'. «i reiranchoos membre 
» ffj<rffjLr«. aprêfc avoir supprimé le facteur ^^% nous anion» 

M» r Rt W _ f > R W'-.- R* W 1 = J V« - » I - i» ,1 »%'. 

<>'U «^Uilil, on ot>lH;nl faciiemcnl, aa tnovcii «ie L %aleur de W , 

'«BL" W - 1 ' 1 BW'^ R' W > 
- Vf iBf - trtRL'^tt't ,)-l [iRL-V -U»aBV- RV ): 

|if premier m«>ialirc de réquatiim contenanl en faclenr il est donc «lô- 
inonlré «|ue la quantité considérée 

C{1RL'%"- IV»RV--»- R'%-)) 

< »l < lli'-iii('iji<" fJi\ isiljlc par V, cofriMi'.- ]<• l'ti annoncé. Jf rfiiiarfjiuTai «■ii 
<<iiU'' (ju'on jx;ul joindre Its cyaliu'*» «iuivaiit» » à celles qui viennent d olre 
(■iiij)loy»Viîs : 

- V14I(U'V'- V<2Rlj'+ H t )] - U(4aV ' - V(3K\ -i- It V )J; 

«llos montrent que l'expression 

V(5RU'V-V(aRU'>-R'U')l 

est (liM^il)l(.-|jar L , elcoiiiriH" 1. cl V sont premiers eitU'e eux, on eu conclul 
vm relations, quHl ne m'a f)as paru inutile d'indiqaer : 

4IU 'V l (iRV r?'V'i = o (moilV). 
4HL V - V(aia V K lj')53o (rnodU), 
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DÉPUCEMENT 

VIS 

CIIYRË PAR LË ZllNC M LE CADMlliAl 

DANS QUELQUES SOLUTIONS DB SBLS DE CUIVRE, 

PAR M. A. OBSTREH. 

MmlM d» Gralilrwc» t h FtmM det Sctouct de Traloiue. 



L — DiVLACEIIBitT DO CQITRB fiH LE »MC. 

Lorsque, dans une dissolution d'un sel de cuivre, ou trempe une lame de 
zinc pur, hn-ii (IrcapAc. on sinl que le cuivre est déplacé de sa dissolution 
saline et qu'il ^ csi iciufilaco par le zinc. 

De pluif , cet éclmnge se fait suivant des poids proporliunnels aux équi- 
valents des deux métaux. 

Ke cuivre mis en liberté se porto sur la lame de zinc et y forme un dépftt 
mclallique ipii varie <ras[»t d suivant la qualité du ?(^\ df enivre dissous. 

Avec le sulfate de cuivre, l azotatc de cuivre, le cldorure cuivriqtie, et, 
en général, avec tous les sels à acides forts, le dépôt cal peu adliëi mi et se 
présente sous forme d*une masse noirâtre ou marron pulvérulente, peu adhé- 
rente à la lame de zinc. 

Dans les dissolutions alcalines, telles que la liqueur cupropolassicjue ou 
cuproamnioniarale, ]o d<''pAt e«t ronijo-ruivre ol parfaiteTneiil a<}liémit. 

Toutes les conditions, pour obtenir l'adhérence et la beauté du dépôt, ont 
été étudiées avec soin par les spécialistes qui se sont occupés du cuivrage 
de fer ou de aine par les procédés galvanoplastiques (dits cuivrages di- 
recla). 

Tels sfiiit le procédé do Weil qui eniploîo uii l>iiiii alcalin composé de 
sulfat,c de cuivre, larlrale de soude ou de potasse et soude caustique: 

IL — Fae.dtT. ILl 
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Le proci'ilô <]<■ 'îaufliiin, qui consislp à opérer le déplncemenl du cuivre 
par le fer dans li > m Is d. nihli^s; d'oxyde do cuivre et d'ovydes alcalins des 
acides oryan il |ucs polyhasiqucs (tarlrique, oxalique, citrique, etc. ) avec un 
excès d'acides, quand ils n^atlaqucul pas trop foriuineal le fer. 

Enfin, je citerai le procMé de Watt, spécial pour cuivrer le sine, qui con- 
siste h préparer un bain composé de sulfate de cuivre, d^ainmoniaque 
et do cyanure de pola-^'-iiini. 

Dans tous les cas, on n tuni rpK ra que les d<"pA!s snnl obleniis ndhéreuls 
dans des milieux l>u»i(pies ou faiiileinenl a*. i<lilirs par des acides laibies. 

Dans cette première série d^expéricncc^, j'ai recherche tes conditions 
du déplacement du cuivre par le zinc et j'ai étudié les dép6ts adhérents 
qui se forment dans les dissolutions des sels neutres de cuivre à acides fai- 
bles, et dans les dissolutions des se)s de cuivre très failtlenieiil ah iilisés. 

I" Seh neutres fie cuivre à acides faibles. — Pour préparer ces 
Ii(pieur8 neutres, il faut prendre cerlaînes précautions sur lesquelles jUnsis- 
teraî; car la réussite des expériences dépend de la ncutralÎBation complète 
de CCS dissolutions. 

Des solutions d(^ si ls do cui\ro à aculcs faibles, étendues à lo pour loo 
environ, sont éleclroly^ee», pendant plusieurs heures, par un courant faible 
( 1 uu '2 duniolls), eu prenant comme électrode positive solublc une large 
lame de cuivre et comme électrode négative une lame de platine. 

Par ce procédé, le sel de cuivre parliclleinent dissocié par Peau se 
trouve, ^vkcc à rélcctrode solnble cuivre, avoir constamment son acide 
libre neutralisé. 

Si, dans un [lareil milieu soumis à rélccli-olysc, on opère le déplacement 
du cuivre par le zinc, on remarque : 

Que le dépôt csl très adhérent et d*un beau brillant; 

Que la couleur, au lieu d'être rouge comme celle ducuivrc ordinaire ou 
du cuivre déposé pai Ifs prorédi's srnlvanoplnstiques, a unc Icinlc franche- 
ment jaune analo^^ue a ceilt- du laiton ordinaire. 

•1" Dissolutions cuivriques /aiùlcmcni alcalinea. — On prépare ces 
dissolutions en redissolvnnt exactement par Tammoniaque ou la potasse, 
dans le» sels de cuivre quelconques, le précipité d'hydrate d^oxyde de cuivre 
qui se forn»'', on évitant toutefois un excès de base. 

Si, dans nii milieu ainsi prépare, on opère le dcplacemenl du cuivre par 
lo zinc, on remarque : 

Que le dépôt est très adhérent et d*ttn beau brillant; 
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II.3 



Que la couleur uv^\ pins jaune, coinme prccvdeiiniient, mais d*une cou- 
leur jaune rouge inlcnnédiain^ rnU-i^ celle du laiton el du cuivre ordinaire. 

Dans les solutions saline* i uivre, préparées avec les soins <jue je viens 
d'indiquer, on immerge, pendant des temps égaux el très courts, une lanie 
de zinc pur etpatfaitcment décapée. 

Aprè« chaque immersion, on a soin de renouveler la dissolution pour que 
les conditions de milieu ne varient pas. 

I.a hme est i-n^^in te lavée ù i*cau disliiléc el scchce dans un dvssicCMtcur à 
vide, avant d être pesée. 



VÊMÊttuat b'mn uni m me uns oxi MsmirTnsi ttuttAt» «mas as ceivin. 



PoidfltBillal de la lame Uo ziac 
Apres diTu\ Kccuades d'i 
la me Zi] Cu ............ . 

Aprto deux Mcondra de pliu d 



delà 



3,oiîi 

3, "ils 
î,<'i3<' 
S.ojaS 

3 , fM I H 
3.0415 

3,0411 



l>ilIcrciM:«». 



-- i 

— a 

— 3 

— 1 

— ■» 

— 3 

— 3 

— a 

— •* 



IMMEUIOX aVSZ L*at lîK Zl.NC OU>î! IMi UIS^OLITION UK Fi. 11111 \TK NBVTaK OB CUIVRC. 

IMl/tôi très oMeivHl de ewiieut jnmc p<Ue. 



Poida initial de la laaie do zinc 4 i^^So 

Après d««s secondes d'immeraieft, poids do b 

lame de sine Cu 1 a»3i 

Après deakaseende» do plue d'immerale*. ..... 4 .^aSo 

, \,-xi2^ 

4,'"i; 

4 >^»^ 

4,aai3 

I.»»»' 



Diflibcaeet. 



— % 

— I 

— s 

— a 

— s 



A. DISnBK. 



9'miB un M tne buw tnn 
Dt^ tris MtMwU de 



ntntâtn. 



Poid« initial d* lune de lioe »,o3«i 

Aprta deux weoiutof d'immertîon, poida de ta 

lamo de zinc -+- Cu i,<A2-x 

Après dciu secondes de plus d icnroorsion x,o33o 

ï,o3i.j 

a,o3i8 

3,o3i< 

..... 3,o3i{ 
9,o3ia 

..... Ji, oing 

a,a}o7 

«,o3d5 



DMR(«MiM. 
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— I 

— I 

— a 

— a 

— a 

— 3 

— » 

— » 



miMIUlON O'ONt LAVE PK 7INC DAXS UNE DI8S0Ltm<)\ DF <ïl 1 t V TK DU CUIVU AlUiOXU<UL. 

D^pôt tris «dkirtnt de couleur jaune rmige. 



Poids initial de h bne de tlne 3 , lae? 

Aprt» deux Secondes d'immersion, poids de la 
lame de zinc -»- Cu 3,1760 



Aprèa deai 



de plus d' 



3 , I ^67 
3,ia65 
3,ia6o 

3, 

3,ialî 
3, 1230 
3,1129 
3,i2ai 
3,iai{ 



Différence». 



— % 

— 1 



- H 

- 8 

- 7 

- « 

- 7 



Si Ton examiac ces Tableaux, on remarque : qu'après le premier mo- 
ment de l'immersion du zinc dans la dissolution du sel de cuivre, il y a tou- 
jours tinr iiu^iiieniatioM du poids Av. la lamo, ensuite Une diminution pro- 
grcssivi* jiititjirà ce qu'elle devienne conslante. 

Les équivalenUi du cuivre cl du zinc êlaitl 3i,75 pour le premier cl 
33, ^5 pour le secfmd, il devrait donc y avoir, dans tous les cas, perte de 
poids, 9*il y avait simplement déplacement du cuivre par le sine. 



( < i La dissolution ilc picrutc du cuivre a été obtenue es dliielvint i chaud, dana une 
diatoluiion d'acide picrîque, du carbonate de cuivre hydraté. 



fa 
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Or si l'on licnl comiile : i" de la couleur des dépôls vanuiil tlu blanc 
jaune au rouge^uivre en iiassant par les teintes jaunes intermédiaires, sui- 
vant la solution dans laquelle on opère le déplacement; af* de l'adhérence 
parfaite du dc^pôt; 3" de l'augnicntation de poids de la lunie de zinc, on 
pont dire qu'il se fornif dans les tinlienx nculros nu faiMenicnl nicaliiis, el 
dans les premiers moments de l'iniraersioa, des alliages plus ou moins riches 
en cuivre possédant leur Oi)m[iosition. 

Il n*y a donc pas, au moment oA le zinc est mis au contact de la dissotu- 
tion cuivriquc, simple dcplaoement d'un métal par Fautre, mais combinai- 
son imnié'liiite des deux métaux. 

On reiiiar';iic de pins que le pliêniMnènc n'a lieu que si l'on s'adresse aux 
sels de cuivre ù aciilos fail>les dont lu chaleur de nculrulisalion de l'acide 
par la base ne dépasse pas i o*^' ; et, sans vouloir tirer de conclusions préma- 
turées de celte remarque, j'espère pouvoir, par de nouvcQes expériences, 
limiter ainsi la chaleur de formaii^n de ces dliages. 

Après cotte première phase de l'expérience, pendant laquelle l',illia},^e 
s'est forme, on rentre dans le cas d'un couple (zmc-cuivre ) fermé sur lui- 
même et, par conséquent, on opère la décomposition électrolytique d'un 
sel de cuivre avec une perte de poids de la lame proportionnelle à la diffé- 
rence des équivalents. 

Si l'on n'a pas la pivcauiion de rendre les dissolutions neutres, l'aiiprmeti- 
tatinn de [loids <li' la hune de zinc, dans les premiers monjents de l iminei-sioti, 
n'a pas lieu et 1 on remarque: une diminution immédiate, conunc on devait 
s'y attendre, Tacide libre agissant directement sur le zinc. 

On peut diteair ka mèm« résultats que je viens de décrire en s'adres- 
sent à une solution cuivrique rendue alcaline par de la potasse, la liqueur 
cupropoia«siquc par exenq)le, el alors sans trnp se préoccuper de l'excès 
d'alcali qui, dans <x» circonâlauces, a'allaque pas le cuivre. 

Et c'est dans ces cas particuliers que l'on vient d'étudier» des solutions 
de sels de cuivre 4 acides faibles ou en liqueurs alcalines, que les dépôts 
galvanoplastîques, dans le cuivrage direct, p m m s'< iTecttier, dépôts dont 
l'adliérenee serait dne, d'après mes observatii ms, a celte rorniatiott première 
de l'alliafi^e zinc-cuivre jouaiil le rôle d'un v/'i ilahle couple. 

Il est facile de répéter, sur les dépôts jaunes obtenus sur les lames de, 
zinc, certaines expériences particulières aux laitons. Si l'on passe rapide- 
ment sur le dépôt une baguette de verre, trempée dans de l'acide cblor- 
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hydrique tort, un laisse une Iraince rouge de cuivre, le zinc de l'alliage 
s*étant dissous en plus grande quantité. 

II. — DtPUCQIBRT DIT Cttim PAB LB CADMIUM. 

Lnc deuxième série d'expériences parallèles aux précédentes a élé enlre- 
prite avec le cadmium, qui, grâce à son équivalent ( 5(3) beaucoup plus élevé 
que celui du cuivre (3 1 ^7$), doit donner dans les pesées des différences plus 
appréciables (|ue lorsque l'on s*adres8e au âne dont Véquivalenl se rap- 

procbe de relui du i uivre. 

.le citerai deux expériences, Tune avec l'acétate neutre de cuivre, Tautrc 
avec la dissolution du sulfate de cuivi-c aiiiiiHniiacal. 

iMiiBaMON b'iijîb UiHi: nt: cvuMu M luvs lm; nis-^oti tiov D'\riÎTAT8 XEL'TBC ne Clivas. 
Dt^t adJt&ent d« cmlciir Jaune ptUe. 

UiflïrcDCcs. 

Pdida ikitiil ds I* lame d« Mdnnnin iTsoat 

Aprts deni Kcondes d'imtnerâion, poids de la a 

lamedo cadmium t-Cu 3uii 

ApièadffnawonilBadQplwd'imiiwnîaa ),3(*ig 



- 4 



t,Sag6 
1.3960 



— 6 

— 8 

— « 



D'ina MHS m cumimi dam rib nuBoiiiTiiMi de anrATB bb cnw «jumkiacai.. 

Di^it mUHmU de eouUur jaune roiigcûire. 

Poids iniiiid ilo l.i li ^:.' r i'ihiï'um i,963a 

Ajiri's deux seconde» d immersion, poids de la ♦ 

lame lie ('.ulniium -'-Cii i, ?f>îj 

Aprè» deux aecondes de plus d iinineraoB ...... 1 , i63o 

« i,a6>at 

• I , jt) 1 1 

4 I , iCo i 

» ...... l.iWi 

■ I , 

< it»S6g 



— 5 

— 0 

— 8 

— 9 

— 8 

— 8 

— S 
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En fxuiiiiDiini ( ('> l'iihlcaux, on remarque qrin In marclic ihi iilicuomètu' 
csl la même quand ou opùrc le déplacenionl tJu cuivre danH des diâsolu- 
lioiu i l*aide du »nc ou du cadmium. 

Avec le dernier mêlai t'augmcnUiUoii de poids eat d'autant plus sensible 
ol <li}.'nc de remarque que tes poids des deux métaux, se déplaçant propor- 
tionnclicmcnt à leurs équivalents, sont plus diiTércnts. 



I 
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t'i il v»n» t'pi»»li]u>»foi< plus coniiu xle d'/vrir»» X el Y forint bomop^n* 

X = •», — 4 j .H r — r»"», r=x • — i«, r r • — «. x 
Y =',»'- ; - '.. > = r » - i •»» »,v • - .. 

T = i. î; î. — J î î. s, - : j — ï, »: — ï. 

--. 17- à c-.T-iT. - it-:* 5. T i^Y. ;. > 

T = T. 

irA-.'s-. E.-. -f -:. Il rù-iT i-* Y"s» : :* :.»..•* :* X •»-. r^r.:..» •;»-• 




image 
not 
a vailable 
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Nous posons inaiiiloniinl la question suivanlo : (>tanl «ionnt's <l(>ux 
polyiiAnu's (lu i|ualri('iiic dcgro X, Y, (|u«'ll('s sont les condilions néccsssiircs 
i>l suffisanli-s |>onr qu'il soit possible de satisfaire à IVipiation di(réren(irtl<* 

rf.r t- 

par une relation de la forme 

p -h 1/ .r rr ■+• sjry = o? 

La rèponsi' »'sl presque ininiédiale. D'après ce (pii précède, il est ni'rrs- 
siiirr eerlainenienl que les invariants île \ soient éj^aux aux invariants 
•le Y, niais il est facile à voir <|ue celle condition est aussi suffisante. 

Mil elVel, on peut remarquer d'aixird que cette égalité des invariants en- 
traîne* aussi l'égalité »les rapports anharmoniques des racines de \ = o cl 
lies racines «le Y o. 

fait liien connu, lunis allons le déduiit' ici des formules qui donnent 
la résolution tie l'équation \ = o, dont nous aurons besoin encore dans la 
suite. 

t )n a d'abord à calculer les racines </", u' de l'équation cubique 

{t\ 4m»— Sm — T = o. 

l'Jisuite on a i\ calculer les racines carrées 

m' •-- \ •!{ — — a««'. 
{'^ w' T.- ^ «J— «i,u,— u.m', 

m' \ ti\— ii,4i,— ci,«'; 

nais, tk cause «le la ivlalion 

Mtn' m' — ÎV *'«î — 3l»,ll,<l,— <»î<i,>. 

iu'«»u peut exprimer par exemple m" nui«mn«>llem('nt au nu» en de 

«le \ «» sont alors données par les formules 

•i^.ri - «Il • *»•' t m' " PM*. 

1 t .1, I Hi - »m' - m' 

' ■ «», »N t m' -- »•♦*. 

•- .1, »M - m' t- H»* 
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Ces torinutcs conduise)) l directeaicul à celle ci)iisé<juence ijue les rap- 
ports anharmoniques de , x,, j:,, s'expriment rationnellement par ics 
racines a*. En effet, on trouve, par exemple, 



(I .a. 3.4) = A = — 7î 



ou bien 



(5> 





7-' 






a'— 






u' 







I 



H — Il 
u' — II" 

«'-«' 



M — « 



> m" — 



Or, comme T^uation Y a o donne lieu à la même équation l'éwlvante 
en u, on voit bien que Fégalitê des invariants entraîne Tégalitè des rapports 

anharmoniqufs. 

Ce point êlanl élaitli, stipposoDS 



ri-.r, . j. - .y 



*« — — •'"i .Vi — .>'» — 

el supposons qu'on délermine ks couilicients «y, r, s dans la relalitju 
(6) y> -t- go? + -f « = o, 

par la condition qne, pour 

y=y*' 



on aura aii<;<! mVes'î.iirf ment, [lour x = Tf^y ^ r,. 

I^a substitution (G) donnera alors nécessairement un résullal de celle 
f<»rnie 

OÙ c est une constante. Mais inainlenant les invariants de cY doivent 
encore èire égaux à ceux de X ou de Y, ce qui donne 

i c'S=^S. 
I c.T = T; 

d'où Ton conclut e = + i . 
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Nous venons de (lélonnincr les coefficionls p, q, r, s (ou plulùt leurs 
rapports) par la condition de la correspondance des valeurs suivantes de x 
et de y : 

' /=7i. Ji. .Vi. 

niais, à cause de 



\ ■r = -ri, -r,, .r„ .r», 
' 7 = .>'„ .V,. V,, y,: 



(i. a. 3. 4) ^ ( a. 1.5. 3) =(3. 4.1. a) = (^. 3.3.1). 
il est clair qu'on aurait pu établir les correspondances suivantes : 

(II) 
(III) 

(IV) 

Nous obtenons donc le résultat suivant : 

Pour cpi'il soit possible de satisfaire à Teipiation difTérentielle 

VX vY 

par une relation de la forme 

P • '/.r -\- ry -tf stv =: o, 

il faut et il siifllt ijiie les invariants de \ solmt épiu\ aux invariants de Y : 
et, si cette condilion est remplie, il existe toujours quatre relations de cette 
forme qui satisfont a l'équation didérentielle. 

On peut nonuner ces relations des intéfrrales linéaires de l'équation diffé- 
rentielle, et notre but principal sera maintenant «l'approfondir au point d<' 
vue alp'britpH" la di-tcnnination <le ces iiil«''};i ales linéaii i-s. 

Il faut reniar(|ner, en eiïel, qui-, «l'aprés ce «pii précède, on prnl bien 
écrire direct<'iuenl ces inlé-^iales lini'-aires, niais à condition d'avoir résolu 
d'abord les é<|untions X = o et Y = o. Les opérations non rationnelles né- 
cessaires pour cela sont d'abord la détermination des trois racines // . u" 
de l'éipiation cubirpie en «, et ensuite on a à calculer encore (juatre racines 
carrées. 
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Mais, comme on vknt do reconnaître que le problème admet tuujuurs 
qaatre solutions, la solution doit d^ndre d'une acule équAtîon du qua- 

trièiue degré, et ainsi il doit être possible d^obtenir rationm-llenient ces 
iiit('*},'tiil<>s liiu'nin s apivs avoir calculé les racines d'une «^luation cubique 
el Jeux racines l arrces. 

Ainsi, au point de vue algébrique, ta méthode qui consiste à passer par 
les racines de X = o, Y = o n*a pas toute la simplicité possible. 

Mais, avant d'aborder le problème que nous venons de poser, il convient 
(le compléter encore par quelques remarques ces considérations prélimi- 
naires. 

4. Nous avons vu que les rapports anharmoniqaes des «r, 

s'expriment rationnellement au moyen des racines i/\ //", Or, dans les 
roriuiiles ( { (, \f< TiifiMcs ciirréivs doivent salisfaire à la relation ( '3) cl par 
conséquent il est permis de cliaufrcr à la lois le signe de dcuv de ces racines 
carrées. Il est clair qu'un tel cUungenienl de signes revicul à une certaine 
permutation des racines x,, a?,, et l'on conclut maintenant que ces 
permutations sont prcciscmcnt celles qui laissent invariable le rapport an- 
liarmoiiiipie. 

Il csl fiicile à tron\er direrl'Mnenl ré(}natinn du sivième degré <pii déter- 
mine les rapports auharmoniqnes. Les coellieients de celte équation sont 
évidemment des fonctions symétriques de u', uTy u' et s'expriment ainsi 
rationnellement par S et T. 

Les équations (5) donnent facilement 

3«'=(ii'-w')<i + )i), 

3«'=r(il'— «•) (-h I — -kl), 

et, en substituant ces expressions dans les relations 

S=—4(«'«' -4- «'«'-)- «'« ). 

il vient 

2;ï :^ .',(«■- u'y(, + î.)(- •J-hX)(i - a).); 

donc 

^ ' T»""""(i-t-X)»(a-3l)'(i-»X)'" 
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On vérifie directement que le second membre ne change pas en rempla- 
çant X par ^ ou par i — X. 

La résolution de cette <'<|iiation du sixième degré, nous le savons, ne 
ri'iifiTine j»as do plus {rranclos difficullf'-s (juc la résolution d'une nuMlinn 
ctibi(|ue. En cIVcl, ses nicincs s'i-xpriinont ralioniicilcincnl au muyun de u', 

S* 

II", u"; iuni«, rommo lV-(|ualion (8) ne renferme que le seul paramèlre^ 

<|ui est un invariant absolu, il vaut mieux introduire aussi dans Téquation 

cuhiqut." Cf *!■ ul paramètre. 
Soit donc Sw — ït' : il vient 

S* 

4**— îjÇ (•»•*-•)= o, 

et, en désignant par t', v'' , i * les racines, on a 

, IF» 

p* — «•' 

Lorsque l'équation \ o admet une racine double, les valeurs du rap- 
port aiiharniouiquc sont 

«, oc, I , I , o, o, 

et ainsi l'vquaiion (8) doit se réduire à 

On voit que cela exige que S* — a7T*s=o, et l'on sait en effet que le 
discriminant de X est égal à a5G(S*— 27 T*). Comme conséquence, on peut 
écrire, au lieu de (8), 

4(1 - - > - >■*}' _ »*(' — aM* _ a7X'<X-i)« 

S» ~ 277» , S» — apT» ■ 

ô. Considérons maintenant les cas particuliers que nous avons déjà énu- 

nicréï. dans le n" 2. 

A. ). — I (OU ■= 2, ou =^ 5 ) : 

Uanti ce cas on a X = ^> Il semble donc que, pour transformer au moyen 
d'une substitution linéaire^ < h - ''^ puisse employer non seulement 
les correspondances (I), (II), (III), (fV) du n*3, ma» encore les sui- 
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vantes : 



d') 


1 jessT,^ Xf, J?», 


1 r=^'ii yt, r», /«; 


t ^ = «1, JTf, Tt, X», 
01 ) ) 

iy—y*' yu y*» r»« 




1 — Xf, 

y=y9tyi, y« m 




1 7S Jfjt 


! y— y** y** yuy*- 



IsMiJ-il on conclure que dans ce cas cxceplionnci il pvislc huil stilislilii- 
lions linéaires nui Iransfornienl — on ± '-^'î II n en est rien. Kii ellet, 

lï>({unti(>ii ( S > inoniro qu'on a dans le cas actuel T = o. Mais alors les rela- 
tions (7 j se réduisent à 

c»S = S, 

et Ton peiil en conrlnrc seuleni'^nf r ^- r . 

Donc, dans lo cas T = o, il n'exislc pas seulement quatre iiUégi'alcs li- 
néaires de l'équation difl'érentielle 

mais il y en a autant qui donnent 

Les unes seront données par les correspondances (I), (II), (111 ( IV; et 
les autres par les correspondances (1'), (II'), (III'), (IV'). 

Le second cas : 

n. > — I -H £ (ou = I -I- £*), donne lieu à des remarques analogues. 
L'equaliou (8) montre que S — o, et les relations (7) se réduisent à 

c»T=T; 

d*GÙ Pon peut condnre seulement c s i, c s e, c s: c*. 

II. — Ae. «Te r. K.2 



K. lo 
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Chaciiiic des trois équations 



dx 




\^ 




de 




vx 




dx 









adiiunira quatre intégrales linéaires. Les unes sont déterminées par les 
correspondances (I), (II), (III), (IV) cl les autres par celles-ci 













i; 




















7lî 








.»». 
















i; 












y- 






r»' 








yt. 


7». 




.n; 








•»•». 










•«•i. 




■*■». 


7 = 






Jt. 








y*f 


yu 




7i; 


X — 
















r„ 






y= 




7t. 










y*> 









6. Comme application des considérations précédentes, considérons la 
réduction à la foniie normale 



dr 



Mdr 



M étant une constante. Le rapport anharnionique de 4- i, — i, — j. 

étant ^---^^-j^ j > il faudra «lélfriuiner A par la relation 

m- 

On trouve ainsi deux valeurs réciproques de k; à chacune d'elles corres- 
pondent quatre suN^litutions liiiéiiirt-s, et, si l'on se souvicnl que X a six va- 
leurs, il semble qu'un obtient ainsi \A substitutions linéaires (jui réduisent à 

la forme normale la différentielle - Mais il faut remarquer que le changc- 

uiout de ^ y correspond au changement de k en — k\ par suite, le nombre 
des substitutions linéaires se réduit à vingt-quatre, cl le nombre des valeurs 
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de Ai* est six, qai sont réciproques douxi dcm. Si ± Ar est Tane des valeurs 
du module, les autres sont égales à 

-y =(t^)'' -mï' -mï- Hiri)' 

Lac autre niclliodc, plus simple à beaucoup d'égards, consiste à posei- 
d*abord 

rf£ Mrf^ 

I-.OS raci tics de V = o sont i , ^| » o, ac. Leur rapport aubarmoniquc est k] 
et l'on a ainsi 

( )ii \ uil (ju'ici lu sigiiiiicatinn /.'^ i-^t Iteaucoup plus simple qn<> Ii 
prcaiicr cas. On trouve encore six valeurs de A J et vingt-quatre sulislilu- 
tions linéaires. En posant = 2*, on est ramené à la forme canonique ordi- 
naire. Mais il faut remarquer que, si les coefficients de X sont réels et qu^oti 
veuillf avoir une valeur de A J qui soit réelle et comprise entre o et 1, celle 
seconde méthode n'est applicable que dans le cas où les racines de X = o 
sont réelles. il ii'pnirf pas dans nos intentions de disculi-r ces substi- 
tutions en avant égard aux limites entre lesquelles j: cl y sont variables; 
c'est une discussion qu'on trouve dans les Traités des fonctions elliptiques. 
Constatons seulement, en terminant ces considérations préliminaires, que 
les intégrales linéaires de 

«te dy 



sont 
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7. l.a méiliodc la plus directe pour résoudre le problème propose consis- 
terait à clTectuer la substitution 



K.(2 
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on 



p — rv 

X — — •- • 

On trouve ainsi |>ar idenlificatiun 

{ps — '/r)*b, — r^paa — r*{3ps -r- qr)ai 3rs{ps -r- qr)a^ 
— s*(ps-r 37r)a,-T- *'7<ii, 

(pt — qr)*bt— r*p*a,— irpips *- qr)a, -^(p^s* -r- q's' -t- \p'/ri)tti 

— iqiyps r-'/r)rt, 7'*'a», 

{p$ — 7r)*ft,= rp'itt — p*(/>s -+- 3qr)at — 3/tq{ps -r- qr)af 

— 7* ( y ) "i — •/' 

(ps — 7r)»6i = />»rt. — ',/*'7rt, -i-6/>'7'rt, — j/v/'a, -h q^a,. 

Os cin(| reliilioiis, à cause do ré^alile dos invariants de \ cl de Y, se 
réduisent ù trois relations distinctes seulement, et le probK'Uje <jui consiste 
à déterminer les rapports des (piaiitilés p, y, r, s est déterminé. 

Mais c'est une voie bien diiFérente qui nous conduira à la solution du 
proMëmc, 

8. Nous aurons à nous appuyer dans ce qui suit sur certiiins résultats de 
la théorie algébri«|ue des formes l>i<]uadratiqiies, pour les(|uels nous ren- 
voyons le lecteur aux Mémoires classiques de M. Hkrxite Sur lu tltrorii.' 
tirs funrtions homogènes à iU'itx itu/ctcrminccs, dans le tome îi'î du 
Journal de Crcllf. 

Désignons par le licssien de \ 



<;j » ôj: Ox' 
0-c' ôx du;'' 

et par .1^ le covariant du siviënie degré qui est le jacobicn de \ et de 11^ 



Ox àx' 
dx dr' 



Jx~ («!«>— 3<».a,o,— 2a])x*-^ 
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Les covarianU aonl liés par la relation 

4H» - 8H,X» + TX»= - J}, 
d'oCt M. Hermite a tiré cette coascqucoce importante, qu'en posant 




il vient 

2 f/.r _ ±; du 

Désignons maintenant par 11,, les covariants de Y; en posant 




il vicadi'a de la même manière 

9*/»' _ ib th< 

V'Y v4*''~S«' — T 
11 est évident par là que la relation u b c'est'-à-dire 

XU,-YD,=o, 

sulisfail il i é«jualion diiïércnlicllo 

Clic relions à approfondir maintenant la nature de cette intégrale parti- 
culière. 

l'our cela, considérons d'abord le cas pui licuiicr 
On trouve par un calcul facile 

XB,- YH«= \{i - *•)« (X ^y) {X -^y) (i - kxy) ( i + kxy) 

= 1(1- («y + kxy). 

L'intégrale 
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il donc iiiio nature loule parlioiiliiTo; on voil f|n\'llc so décompose ainsi 

* — / - o, JT -j- y —o, I — k a-jr = o, i + A\rjr — o, 

cl clic résume donc les c|ualrc inli'gralcs Iniéuiros de riM|ualion dilTéren- 
liclle. 

9. Il esl facile mainlenanl d'étondro ce ihéorômc au cas général cl de 
niontn>r (iiic 

XII, -Y II, 

rsl rjtal au produit d<* quatre expressions linéaires de celle forme 

r r -i-sj-y, 

cl alors il esl clair que noire problème revient simplemenl à décomposer 
— Y llj. en (piatre facteui"s. 

\'.u <-n"el, c'est là une conséipience de ce fait que II, II,, Y, II, sont des 
roi-ariant.'!. 

Nous savons (pie, par une substitution 



on peut réduire 



- , a la forniL* canoninuo - . — 

VX ^y.{t-jr\){,t-k*x\) 

Par une substitution analo^'ue, on réduira 

- à la rurmo canonique - - .- - 

Cl, ft cause de IVgalité des invariants de \ et di- Y, on peut faire c» sorte 
qu'on ait la même valeur de dans b>s dilléreuliellfs transformées, et alors 
on a aussi néei>ssairemenl C (.'/. On esl ramené ainsi au cas particulier 
cpie nous venons de considérer, et, si Ton écril 



on a 



X,ll,,-V,ll,. 
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Mais X, s oblicut en remplaçant dans X 

» par aX| + j9a!'i» 
af par yxi+d^i» 

et en divisant ensuite par (aS — ^y)** F^ii^ écrire 

X=(«3-.3y)'X„ 

cl, en vertu de la propriété caractéristique des covariants, ou trouve aussi 
On aura de uiCiue 

H,=(ci'd'-;3'/)MI„. 

I\>r conséquent, pour avoir Xli^.— YH^, il suffit de remplacer dans 
ri \|)i ossioa de .\,Uj,^— Y, 11,,, -t'u x',, j',,^', par leurs valeurs eu j;, 
y, y tirées des relations 

et de muliipUt i par (ao — ^y)'(* ° ~ P v )'- «i""»'! même pu sup- 
poser égaux à runitc les déterminants des substitutions. Il est clair que 
rexpression ainsi ulii < un • se présente bien mus la forme d*un prodoit de 
quatre exprc$»ions, telles que 

Ainsi nous pouvons énoncer la propriété suivante : 

Lnrsqur fhntr formes biquodrotiques Xf Y ont leurs invariants égattXf 

alors l'expression 

est décomposable en un produit de quatre expressions de celle /orme 
etf en annulant ces/aeteurSf on obtient précisément ies qttatre intégrâtes 
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linéaires de l' équation diffèrcntieUe 

10. Il faut donc «'•tudior coll«^ (li'coniposilion de 

XII,- Y U,. 

Rappelons d'abord les relations identiques 

4Hi-SII,X«H-TV--Ji, 
4Ii;-SHyY'^TY' = -J». 

V'.u désigiianl par «', //", u" les racines de réi]ualion 

.^(«i- Sm — T o, 

on voit par là ({u'on a 

4 ( II, «' X ) ( II, u' X ) ( II, V- u'\) - J • , 
Mil, -( «' Y) ( II, + «' Y ) ( Ily «• Y > - j;. 

Or, If J et X n'ayant pas de facteur roiiuniin en j,'énéral, les facteui-s 
IIx-l-i/'X, U, -h u'\ , .. . sont nécessairement des carrés parfaits (IIf.h- 
MITK, /or. cit., p. i;>, iG). Posons donc 



(9) 



II,^«'X = 9,«, 
II, «'X 9',', 
\ 11,^- M- X ?:»: 

il, 4- «' Y 

II,-i-«i'Y 9>«. 
U,^-»i-Y 97. 



?r» ?!^» seront <l<'s p<)lyn(^nles du second degré. 

Nous elierclions résoudre IVMpialion \II^— Yllj.=- o par rapport iix 
en y regardant^ comme connu. On a donc 



X II, II, ' i/'X _ ll,^«' X _ l l,^w'X 
\ \\y ily-H«'Y ~ ll,-t- M'Y " ilr-t-«"\ 



M". 
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et, par conséquenl, 

( ç:=Mç;. 

Si nous ajoulons ces ôtjttalinns aprôs les avoir mullipliôi's rospeclivonionl 
par O/' — u'')^^, (u*— (a'— a")^^ il vient, eu égard aux for- 
mules ( I o), 

(«•- «-) + if')9i «•) 9; 9;=o. 

C'est là une ê(iualion du second degré qui doîl admettre au moins uni- 
racine de — YIIj. — o; maison constate que celle ^qoation du second 
degré a ses deux racines égales. En elTel, {a dilléreniielle 

se trouve égale à 

jï [(«'- «') ?;rf9;+(i.''- «') çirf?; -ex «'-«') 9:^9:1 

ou à 

t{M'~ «')</i II, -t-«'Xj-»- («" — «') f/CU^-+- m' X)-+-(«'— «')t/(llj(-t-«''\)i 

et g'annule par conséquent. 

Nous obtenons donc ce résultat, qui donne la solution du problème pro- 
posé: 

L'exf^essioa 

(«•-I»-) ,piç;,-+.(»'_^ n») 

f'st, .sauf un facteur eomtant, hf catri d'un dot fmtmr» rf^rXH, — YH,. 

Sous une forme légèicmcal inuditicc, nous pouvons dire tpi on a d'altord 
& calculer les fonctions W l' |>ar les relations 

>;," = (H,^«' X)(ll^^«' Y), 

cusuilG un aura les carrés des facteurs linéaires de Xll^ — ^ 11^ ^^sauf des 
II. - Fmt. 49 r. K.3 
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facteurs eonstanlB) soui ta fonnc 

( A ) ± (a'— II") ( a'- «') ( u'- u") -y. 

Il est clair qu*on obtiendra bien ainsi les quatre facteurs de XII^ — Vlfjrt 
car, en changeant & la fois les signes de ^\ 4'^ 4'' obtient la môme inté- 
grale linéaire de Péquation dilTêrenlieUc 

^ i/r 

Quelles sont maintenant les opérations irrationnelles qu'exige celte dé- 
termination des intégrales linéaires? D'abord on a à cakulerles trois racines 
de réquation cubique 

4f*»-S«— T = o, 

ctensiiii<' on voii que la dctermiiintinn dv cliacunc des fniiciions j/", '7/' 
(■\i;jt> ciilt iil (runc raciiu' caim'. il > st à rioliT <|u'«tii [nnil mtiltipiicr 
rox[»rf>-sir)ii (A) par un facleiir consliint fjaelcoïKjiH'. lin luiiiliplianl ifoiic 
jtar une di's rucincs cairccs à calculer, on voit que le calcul «le t/eujc racines 
carrées suffit pour obtenir, sous forme explicite, ks inicgralcs linéaires. On 
peut remarquer que le coefficient de 3e*y\ dans l'expression de est 

(rt,rt, — et] H- — II] H- bfii'), 

t'[ ain^i lc«> fonc Lions ij/' »<)iii connues aprùii avoir oblcuu les racines 
carrées 



|-» = V'<rtu"i 



v("««t ~a* -t- a,a'){b^h^ — ù\ -t- //„«). 
Mais le pruduil de ces trois racine*:! carrées csl égal, au signe près, à 

1 K «» - 3 «.«1 «• + a oj ) {*î *» - 3 6,61 *t + a ft? ). 

et ainsi r*' sera connu dés qu'on connaît r* et r*. Toutefois, il peut arriver 
que le terme avec manque dan*! | ' nu l"'', mais, en tout cas, il est 
r"l;tir, par ct! qui |it<''cè(le. le ( al( i!l dr ilrux racines earrt'es cl l;i con- 
naissance des racines 1/', u'\ u pennelU iil «l ohlenir les inlé},'rales Imeaircs 
cliorcliées. Celle solulion Juuil donc, uu point de vue algébrique, de loutc la 
Himplidté compatible avec la nature du problème |jroposé. 
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i:>L\>IEN d'i'.X cas l'ARTIClXIEn. ÉQUATION b'eCLEB. 

II. On peut donner une autre forme à la solution du problème et la 
faire dépendre (lirrctfmciit d'une è(pialiuii du qualricmc ficf^nî. Mais, 
pour reconnaître rinlcrèl f|ui s'attache ù cette seconde forme, il est utile 
d'étudier d'abord le cas particulier où l'on a 

a, — b, (1=0, I, a, .... 4), 

on sorte (pi'il s'agit de la détermination des intégrales linéaires de l'cquatioii 
d'Euler 

. da^* _ dy* 

a»j'-<- 4fl,x'-«- 6a,jr*-(- 4a,x -i- ~ a,y* -t- 4«i J* ■+■ 6«f/' •+■ 4"» >' <»» 

Il est clair que, dans ce cas particulier, on obtient -y, ■]''» '•{''' ^^"^^ avoir à 
extraire aucune ratine carrée, et la connaissance de «", u" suffit. 
Prenons pour "l", les valeui-s 

^' =(«,«,— fjj -H «„«' . ., 

^' — (a,at—a]-^-a,u')x*y*-h.... 

On peut d'abord mettre ces valeurs de vf»', '\>", sous une autre forme. 

Il est clair que par exemple, est symétrique en x et y, et de plus, si 
l'on pose ^' = j-, doit se réduire ù 11^.+ /^'X. Or, si deux polynômes 
doublement (juadratiques et symélriipies en x et y coïncident entre eux 
pour x=y, ils peuvent dilTérer seulement par un terme X(.r — y)*. U 
suffit de les écrire explicitement pour reconnaître l'exactitude de cette pro- 
position, qui est due à M. IIal|)ben. 

Mais la seconde polaire de Uj,-*- u'\ 

est d'abord symétrique en x cty et se réduit aussi à II, -I- m' X pour x — y. 
On a, par conséquent, 

Il reste à déterminer V. Celte détermination pourrait se faire déjà ici en 
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« iilrnliiiii .liiccU'incnl If coefficient de xy dans : on trouverait ainsi 

où Ton II sn|i|>()s<^ ' 

II, + «' X = A, -4- 4 A, X» -f. 6 A,.r» -». 4 A. j + A». 

Mais il exisU- un,- l'vpression beaucoup plus simple pour A' (pji s ollrira 

•'"•'"""^ suit'*- Nous nous born.Tons donc à observer tpic X' 

doii ,'.|re une foiiriion ralionnt-lle de et peut dès lors se mellre sou» la 
forme d'un polynôme du second defjrê en //', 

l'osons, pour abréger. 



eu sorte que A el/soni les secondes polairi«s d,- II, et de \, <.n aura, d aprrs 
»■<• «pn précède, 

y = k U'/ ^ y i XU* ~ iu- - y) (j- — y)\ 
■•{■'= A -r u'/-^ {2xu''~t. 3«' — j > i.r —_»•)». 

Les carrt'sdes fadeurs de \II, - Y II, sont, en général, 

— V"'— «''t -^\«* — «':' — >«■— «• 

- {u' - — ,a'— « — 14* 
l a preiuièiv e\pr\*ssion se i\\luit e>i«lemuient À 

.•I donne ainsi Ki >ubsliluli,ni li:jeairv x - » = iVtie y>:u::>n ^taii 

« 

*\\vude <'\pivs#.:»»u dexieul e^:aîe à 
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ou bien, en divisanl par 2{u' — m"), 

mais on a cvidenunent 

<«'- «•)(«'-*«•)= ^ («' - « - iT)«,.=3«'»- ts. 

on sorte qu'on obtient 

A + P «' 4- y -t- î «S) (* 

Ici se présente maintenant le moyen de déterminer les valeurs de a, y 
par cette condition que Texpression précédente doit être un carré parfait. 

12. GonsidéraiiB Texpression 

M'/-t-C(x— /)-, 
où C est une constante quelconque. Ou peut écrire 

1 3 ().r' 
^ ~ la Ji * 

^'Ti — 3PÏ ' 

et le discriminant A de ^cst 

(Q — Cj)'— (P -i- C) (R C«*)» 

c*estp4^rc 

A Q* - PR - (P«* .1- s Q« -I-RX:. 

Or il est clair que 

D'autre part, PR — est le hcssien de H«+ u'X et Ton sait cpi'eu gé- 
néral le hewien de aX -h bH, e«t égal k 

( -t- i i*T)X -4- (a*- iV fr* S )H, 
(voir Hemiite, toc. cit., p. 33-35); donc 

PK-Q»=(iSa'-i-iT)X-»-(o'«- ,»,S)H^ 
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Mat» H^-r- \ ei»l un carré : donc ie hessien ne s'en dis-ungw que jjar un 
facteur codbUdI et 

l'a— ï'iSytii,^« X). 

Il vient donc 

On voit par là que l'expressioD ^ n'est on carré parfait que pour la seule 
valeur 

et Ton doit avoir 
donc 

13. Voici un luojen plus direcl pour dclcrmincr X'. Écrivons a uu lieu 
de C, en aorte que 

= ( P ^ / ; ) > a ( y _ ; .r ) V -•- H -+- À X'» 

Mais nous savons que ^ =='i,ir' ^"^^^ nécessairement 

d'où 

La comparaison des deux valeurs de A donne 

mais on «ail que 

p»- «y =-{«'— «•)((«'—«*)= -Jii'»+tS (•), 

ce qui fournit du nouveau la valeur de X'. 



(') Celle valeur •!« I invarisat de »e trouve noat une forme léj^éremeot «liflëreole dans 
le MéiiHiire de M. Ilerniu; voir, p. i), l« valeur de 1 et, p. 1 5, la relation entre f et tji. 
< Vùir GleliKh, Binàt^ Fermew, p. i53.) 
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14. Voici donc le résultat final auquel nous arrivons : 

Les intégi alcs Linéaires de V équation différentielle 
dfl </v» 

«on/ d'abord x — y = cl les trois autres s'obtiennent en posant 

* + "/-»- (A 8 -«•)(* -J')' = 
oà Ù ffua déterminer u par Véquation cubique 

Su — T=o. 

Sauf uti facteur constant, le premier membre est alors un carré exact, 
et la relation entre x et y se réduit donc à cette forme 

/» -t- î (« -4- /) r = o. 

On peut cnviscij^cr ce résultat sous un autre point de vue. Quelle est, en 
cfiel, l'inléf^rale {générale de ré«|nation (linércnlielle (la). Celle iiitt-j^rale a 
ëtc obtenue déjà par Lagrange (Œuvres, l. II, p. i8); mais M. Caylcy l'a 
mise SOUS celle forme «^lê^'anle (') 

(13) A-h(;/-»-(,«iâ-C*)(x-7)' = o, 

C étant la constante arbitraire. 

(,'xpression sedi'iluil i\r d'Ilf» que Tinns vf^iinn^ (récrire en rempla- 
çant u par C. En général, le premier membre n'est pas un carré parfuil : 
ainsi & une valeur donnée de x répondent deux valeurs de l'intégrale 
n'est pas linéaire. Mais, si Ton pose G = n'y tt% on trouve trois intégrales 
linéaires; la quatrième, x — y — o^ répond i C s eo. 

là. En partant de cette intégrale générale, on aurait pu trouver notre 
détermination des intégrales linéaires dWe maniire beaucoup plus simple. 
En effet, cette intégrale générale peut s'écrire 

(«4) I 4-11/ (h^'+abaJ-Hf) 



(■j Voir aus»i Laulerbe, Bulletin de la Société mathématique de France, 1. 1, p. 35. 
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OÙ 

a — a,Ot — "] ■+■ Ca»» 

b = l(aoa,-4-30,a,-3aî) + Ca,-i(jLS-C'). 

c = «î -»- Ca», 

f= J(«,a»— «,«,)-+- Ca„ 

K = |(rt,at + 3a,<i,— 3a*)H-Ca,-4- ,«îS — C», 

h = } («ort,— a,a,)-4- Ca,. 

C'csl uno rclalion dduliltMiicnl quadratique cl symétrique en r «;t (pu? 
l'on jicul écrire sous les deux formes 

o = A,j''-+- a n^y H- Cx= Ayjr*H- aUyX -hC,. 

l'^uler déjà u observé «|u'<)n en tire 

ni- A^Cx ~ h;- Ay<:/ 

mais, comme noire relation est l'intégrale générale de = -y-i on doit 
avoir 

B*-Ax<:,= »X 

<'l de même 

C'est ce qu'on vérifie facilement, et la valeur de 0 est 

«. 

(^n a les relations identiques 

ff,6 = I»' — aj.', 
4<i,6 = 4bli — aaf — agh, 
6«,e ;',b»— ahf — ac — g', 
4ai6= — 3ch — afg, 

d'où l'on lire facilement celte conclusion que, |)our0= o, 

Ax/'-vaB,v-+-r^ 

est un carré parfait, et l'intégrale générale se réduit alors à une intégrale 
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linéaire qu'on peut écrire «in«i 

f-»-jr(a:-f-.r)H- hxy = o. 

10. Ou a rcJrouvé ainsi, d'une luanit're lié» simple, h- léstiltat «le loul à 
rheure; mais, si celle méthode csisîmplc, elle est, par contre, moins générale 
que notre première méthode; car on ne saurait rappliquer dans le cas ffi- 
néral» l'intégrale générale de 

(.5) ^ ^ 

n*élant pas connue sous une forme analogue i (i3)« Cependant il y a un 
second cas qu'on peut traiter ici en «'appuyant sur une remarque de 

M. r.Asl-y. 

iJésif^nons |i;ir ;")a le [irriiiifr iiieiabre delà fonnulf i, r'I) d rf'tTirirî[ti'iiis 
que ûFt est aussi quadralicjuu on C En considcrant C comme varinhlo iwf^si, 
on aura 

et, d'après ce que nous avons vu, 

^.±^. 

et, comme Ta remarqué M. Cayley, 



donc 



En consûlérant donc C comme variable, y comme une consianic arbi- 
traire, la relation (i3) ou (i4) est l'intégrale générale de Téquation dilTé- 
rcntielle 



If 



el, pour avoir les inlcfrraU's linéaires de celle équation, il suflil de résoud 
l'cquation Y = o ou, ce qui est la même diose, Téquation X = o. Ce résultat 
ii.-fte.*r. K.4 
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t'iail i'i pn-voir, car la connaissance des racines de X = o entraîne colle de 
ri>(|iialioM ^\G* — se — T = o. lin délcniiiiiant y par Téquation Y = o, 
ùîL d<'viendra un carré parfait. 

17. Hevcnons mainlonant au cas g«>néral, la détermination des intégrales 
linéaires de (i '»). D'après rexaiiien «les cas particuliers <pic nous venons <to 
faire, il est à prévoir (pj'il doit exister une liaison intime entre cette dél«T- 
miiialion et l'intégration générale de celle équation; mais onnecounall 
pas celle intégrale générale sous une forme analogue à (i f ) et il nous parai I 
assez difficile de Tolitenir sous cette forme. 

Au contraire, la niélliode inverse se présente ici. 

Ayant olilenu ta déleriiiiiiation <li's intégrales linéaires, si nous faisons 
dépeii<lre ci'lU' solution directement d'une équation du «pialrième degré, 
n"<il)tieiidrons-nous pas en même temps l'inlégrale générale sous une forint 
analogue à ( l4)'? 

("«•st là une tpiestion (pi'il nous resle à traiter. 

Il faut le remarquer, on peut faire dépendre la détermination des inté- 
grales linéaires d'une éipiatioii bi(piadratii|ue, mais cela est possible d'unr 
inlinilé de manières. l*armi les é<piati(»iis l)iipiadratii]ues ilesquelles tlé- 
pend ainsi la solution de notre problème, existe-l-il une classe particulière- 
ment simple? 

Ce sont là les (pieslions qui se présentent : les diverses équations hiipia- 
draliqties sont liées par des transformations de Tscliirnliaiism. 
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tain nombre d'autres \ariables ; nous aurons 

(8) ^^[E(U-TS)] = E^-ET^-ES. 

Supposons qu'il s'agisse d'un syslcme priniilivemenl en élal d'é(|uilibro, lu 
modificalion infiniment petite considérée sera réversible; elle mettra enjeu 
une cpianlité de clialcur ûQ, et le principe de Carnot-Clausius donnera 
légalité (2)1 

tandis que le principe de Téqui valence donnera [égalité (1 )) 

L'égalité (8) deviendra donc 

à 



[E(U-TS)) = -ES-ee,. 



étant le travail accompli par les forces extérieures qui sollicitent le sys- 
tème lorsque la température varie de ST, les autres variables qui définissent 
le svstèine conservant leur valeur. 

Si, en particulier, ces variables sont cboisies de telle sorte ipi'aucun tra- 
vail exlenie ne puisse être ellectué dans le systèuje si elles ne changent de 
valeur, on aura 

et 

(9) ^,[E(U-TS)]=-ES, 

éffatiti' applicahlf à tous les systèmes pris dans un état d'équilibre. 
M. Massieu a, le premier, signalé l'importance de cette égalité. 

Faisons-en une application au cas qui nous occupe. 

Supposons (pi'un système, primitivement en é(|uilibre, .subisse un dépla- 
cement infiniment petit de ses diverses parties. Nous aurons 

5S = - j^5(U -TS). 

Mais o(U — TS) peut, dans ce cas, être remplacé par la variation que subit 
le potentiel des actions mécaniques internes du système. Si ces actions mé- 
caniques sont indépendantes de la température, il en sera de même de leur 

U. - Fac. de T. L.'A 
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polcnticl, cl Ton imnr, par coiisé(jucnl, 

CL- qui peut ciicure s'ccrirc 

ii — o. 

Ainsi, lorsfjueleë avions mé&ittûqu<\s que «Uver*e$ partie» tTunayftème 
exercent les une» sur les autres ne subissent aucune variation pendant 
un éekauffement du système gui laisse imariahlc le volume, la ferme et 

fa punition dr xt't f/nr-rscs parlirs^ rrn dppfnrcmfnt ftans; rhnn'jt^monf 
ft'êfat des dii i'rsf's parties tir ce syslème primilivemeni en equihhre nr 
fait pas varier l'entropie du système; il n\-nti'alne aucun travail com- 
pensé. 

(.'uroliaire III. — Dans une inodilication isothcnuiquc (luclconque, on a 

dr - — ôE ( l) — ) -t- ôP, 

= — Lût ■ \:\' ■ 

I ).ui> Icë coiidiiions noyenTiaiit Iraqudic^le Uiéorème précédeni esi énoncé, 

on u 

as — o. 

Ou a duuc 

a(?,=-a(EU), 

CV qui |.''ijt s"<''llii||r.-i ,till"i : 

Dans lils tondiliulis preceiiA-ntes, i<: iramit fxi-rrr j,(ir h-y urti^ms i/k'- 
eaniques internes est égal à la variation changée d-' si^iu: du pruduii de 
('t'quii'alent mécanique de la chaleur par l'énergie interne du système. 

Ces corollaires si > jouent un rôle important dans les rapproche- 

ments que Ton peut tenter de faire entra la xMccanique rationnelle et la 
Thcrniod\ ri uni.jne. 

] j'< mi>(lili(.Mliniis (lui'iiMs.iu'"'' 1.1 Mi'caiiniui- cili-iiiui'll.' (■<.ii^i-,|ctit r\clu- 
^i\<'^(K'^l vu dépluceun-nlb, »tiii-> cliutigcun iil »l < l.d , dr, iji\< r >r^ |>aitic> 

d'un système; aussitôt que le déplacement est accomi' i-in l'un Range- 
ment d*ciat, la Mécaniciuc rationnelle ne surfît plus à TiHudier. Dès lors les 
pn iiii- rs corollaires énonces ri-dossiis nous mniiirmi ijuc les travaux 
('■Uiiiii'-s l'ii Mi''<'anii(H(' i ittidiiin-Hf si i ,uiL;i'iit loii|niii s <|,itK l.i i ,»|/-i;Mric do 
truvud non cojupLOsc; que kb iiioilitic.itiui^'- .ium jiu llcs t IJe s ,i|j|)li(|(i(> n'pr». 
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gendivnt jamais aucun travail compensé. Pnr cnrr'nqTipnt. cV«l Pclutlc du 
travail non conipriisé qui doit fournir i ii Th- rmociynaniit|uo des proposi- 
tions analoguoâ ù celles dont la Mécanique iail usage; il serait vain cl illu- 
soire de chercher dans les exemples qae nous fournit U Mécanique une 
quantité analogue au travail compensé. 

Quant au troisième corollaire, il nous montre que Ton peut, tant que 
Ton nV-tiniio jjiif> do? «loplacements sans elianfrernent d'état, confondre le 
produit do 1 énergie interne par 1 équivalent mécanique de la chaleur avec 
le potentiel des actions intérieures du système; que Ton peut, par exemple, 
se servir de Fénergie interne comme d*nn potentiel pour déterminer les 
états d'équilibre du système; mais il faut bien se garder d'étendre cette 
manière d'opérer lorsqu'on pa«se dis (!é(i!arrni< nl> <.ins clinnfrement d'étal 
aux cliangements d étal acconquignés ou nuit de cléplaccmcnls; en d'autres 
termes, lorsqu'on passe du domaine de lu Mécanique rationnelle au domaine 
propre de la Thermodynamique; c'est alors le potentiel thermodynamique 
Interne, et non Téquivalent mécani(|iii- rèii<-i i:ii' interne, qui joue le 
'même rôle que le pnij'nti"! des actions mécaniques internes en Thermo- 
dynamique. (Vesl faute d'avoir fait celle rfmarqtif (pu" l'on a été rrmiliiil à 
deux lois inexactes qui ont joué un gi and n'>le en Physique et que les tra- 
vaux récents de nombreux savants, en particulier de M. J.-W. Gibbs et de 
M. H. von Hclmholtz, sontparvcnos i grand'peine à rectifier. Ces lois sont, 
en Tlicrmochiraie, le principe du travail maximum; en Électricité, la loi de 
la proportionnalité entre la force électromotrice d'uno pile ri la quantité de 
chaUiii' mise enjeu par la réaction dont cette pile est le siège. 

4. proposition que nous venons de dév. lnppor mot donc en évidence 
les relations qui unissent la .Mécanique à ia rhermodyiiamiquc. Ces reia- 
lions deviendront encore plus nettes par la reiiiar([uc suivante : 

Dans la démonstration du thcorcnie précédent, nous avons foit appel au 
principe des vitesses virtuelles. Il est aisé de montrer quWersement, k 
Faidc de ce théorème, on peut déduire le principe des vitesses virtuelles 
des principes fondamentaux de la Th'"niiof|ynamique. 

D'après ces derniers principes, un sy stème est assurément en équilibre 
stable si, pour toute modification isothcrmique virluelie de ce système, le 
travail non compensé, c*cst^-dire la quantité 

— Ea(U — T») 4- ôC„ 

est nulle ou négative. 



vnoi. 

3up|«<>âoa>-iKm» place dans le seul cas qu'étudie la Mécanique ralioa- 
odU, c*«st-jMiire dans le cas oà les diverses p«rûes du sysième ne peuvent 
i^onver qne dépltoements mus changenwnl d'éut. D'après le ooroUaire i, 
la proposition préeédenle poarra s'énoncer : 

L'équilibre d*un 9y*tème dont kg diverte» pariiea aotU tiueeptiblet de 

tf fh'plaeeTf mai* non d'éprouvr des changt-ments d*ètat, est assuré si 
//• irrn aîl ''ffrctué 'Inns i-juI J,''pltii >'r>)''f,t v'rtufd de ce syftème par toutes 
les foix^'Jt qui agtsiM' ni sur lui > sl nul négatif. 

>nf»f»^t^/nns «fiK! les forrf* rM^riciin^i: rpti airi='^cnt «tir I--- «v^lrme ad- 
meltefil un potenliel \N ; I i'qutlit)re stable du système sera assuré si le 
poleniiel ihcnnodynamique 

e«t niiniiiMim a la teni(»éraliire consîdên'e. 

Su|)|»os'»ris que le* divorsp* parties du système ne puissent éprouver que 
df» df'-placem'-nts sans chaiigenteut d'étal; daus ces conditions, t(L' — TS) 
ne diff&re que par une constanic du potentiel des actions mécaniques in- 
ternes; O ne dtfl%re que par une constante du potentiel de toutes les forces 
qui ai^ssenl sur le système, et l'on a cette proposition : 

iJéquUibre êtattte d'un tystème tournis à des /orée* extérieures qui 

admettrai un pott-nlirl est assuré lorsque le potentiel total des forces, 
tant iittrrirure* qu'cjotérieures, est minimum. 

(y4'lle di-rnicre proposilion nVst autre ciiose «pie le critérium de stabilité 
bi'-n ronnii Hotit on doit Tinventinn n LripTruicfe '^t !a démon<ti alioti à 
ly«rjeun«:-Iiit'icldct. La premiénr rajipelle 1 énoncé du principe des vitesses 
vjrtiKïileg tel que Gauss Ta formulé le premier d*une manière complète; 
maïs <!ll«i présente avec cet énoncé une légère diSSnrente sur laquelle il nous 
4!Ni nér<-Haire d'insister. 

I.ti M''f;itiii|iic r;ili(«iinii-1l<'. Ii- |ii!nrtpi' fins vitf-*se« >irtnelles *<■• présente 
toniiiii' une condition dV^pnlilire nitcfnnain' et sujji.saittf. Déduit, au con- 
trait'!, de h Thermodyiianii(|ue, ce principe se présente comme une condi- 
tion suffisante^ mais non néeesseûre, de Téquilibrc. Cette diflcrcnco tient 
k la nature mêitie <lii principe de Camot, sur lequel est fondée la Tliermo- 
dynamii|iie. V.w Méeani«pic, tout système pour lefpiel les condition^« d'équi- 
libre déduilcii du principe des vitesses virtuelles ne sont pas véritiées est 
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censé 8c meiirc en raouveincnt. En Thermodynamique, au contraire, on 
sait lùi'ii qu'un syslèmc ne saurait éprouver de changement d'èlal contraire 
au principe de Carnol-CIaiisiiis ; que si, par conséquent, louif inodilication 
virtuelle «lu système contredit ù ce principe, le système sera lorcéniciil en 
équilibre; mais, lorsqu'un système peut éprouver une modificalîon virtuelle 
compatible avec ce principe, on ignore si réellement il éprouvera ou non 
cette modilication. 

.l'ajouterai que le principe des vitesses virtuelle*, présenté pnr ht Tficr- 
modynamicjuc comme condition suffisante, mais non nécessaire, de Téqui- 
libre est toujours conforme à l'expérience, tandis que rcxpcricncc nous 
présente chaque jour des cas d^équilibre contraires au principe des vitesses 
virtuelles tel qu'on l'admet en Mécanique rationnelle; on dit alors qu^il y a 
/roffrmr-nt, et le principe des \itr >-;cs virtuelles suppose un Système soumîs 
à des liaisons dépourvues de frollemenl. 

Tout ce que nous venons de dire montre assez riniportiincc des proposi- 
tions énoncées dans le présent paragraphe ; ces propositions ont déjà servi 
de base à toutes les appli(»tion9 de la Thermodynamique que nous avons 
faites aux phénomènes électriques. Avant d'en faire Ir pniiit de départ de 
nos rccherclies sur le magnétisme, nous avons cru devoir les soumettre à 
un rigoureux examen. - 

f n. — Potentiel «t fonotioa potentielle magnétiques. 

.5. Les travaux de Gilbert et de Cnulomh ont conduit à rcg.Trder rharpio 
élément de volume d'un uimant comme un éicmcnl ruaf^nctiquc. Soit dv le 
volume d^un semblable âément; son état magnéiitpie est défini par une 
certaine grandeur, essentiellement positive, 9ltdt>, que Ton nomme son 
moment magnétique f et par la direction d*une certain^ demi-droite MM', 
que Von nomme son axe magnétique. ^ se nomme Vinleiixitrde l'aiman- 
tation en un point de l'élément dv\ c'est, en général, une quantité finie. Si, 
sur Taxe magnétique, dans la direction MM' de cet axe^ on porte une lon- 
gueur égale A ait, on obtient une grandeur géométrique ayant pour compo~ 
santés A., tHi,-2, suivant trois axes de coordonnées rectangulaires Oâ?, Oy^ 
Or. La ronnaissanci' de ces trois quantités .V., i(!>, £, que l'on nomme les 
composantes dr /'(linKuifafinn, est, nécessaire et suffisante pour déterminer 
l'état magnétique de réiémenl t/f. 

Deux aimants A, A,, de dimensions comparables à ceux que Ton peut 
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èludicr cxpcrimcntalcmenl, placés à iinc distance comparable à celles aux- 
quelles les mesures peuvent êlrc eiïectuées, exercent l'un sur Taulro dos 
actions n^ccaniqucs; les expériences de Coulomb et de Gauss ont précisé la 
loi de ces actions; celte loi peut être énoncée de la manière suivante : 

Soient dv un élément du corps A et rfr, un élément du corps A,. 

Sur Taxe niaj^nélifpie MM' de l'élément dv et à l'intérieur ou au voisi- 
na};e immédiat de cet élément, prenons deux points infiniment voisins M 
et M', sépares par une distance dl. Au point M', plaçons une masse fictive 

{i. = -^y- et au point M une masse fictive égale à — jx. De môme, sur l'axe 

ma(;néti(|ue M, M', de l'élément dv,, prenons deux points infiniment voi- 
sins M, et M',, séparés [lar une dislance ///, ; au point M,, plaçons une 

masse fictive u, = '^'*"J^^* ' et au point M, une masse fictive éj^alc à — (Ji,. 

Les deux corps A et A, exercent l'un sur l'autre les mêmes actions que si 
toute masse fictive m du corps A repoussait toute masse fictive m, du 
corps A, avec une force V dirigée suivant la droite qui joint les deux masses 
cl ayant pour valeur 

F = A^, 

h élanl une constante positive cl /• la distance qui sépare les masses m 
et Hi,. 

Il résulte de là que les actions mutuelles des deux corps A cl A, ad- 
mettent un potentiel et <(ue ce potentiel a pour expression 




/• étant la distance d'un point de l'élément dv à un point de rélcment dv,, 
dl cl dl, étant, comme nous l'avons supposé dans ce qui précède, deux lon- 
gueurs infiniment petites comptées respectivement sur les axes mafînéliques 
des élénienls, l'une des soui ma lions s'élendanl au volume entier du coqîs A, 
l'autre au volume du corps A,. 

L'expérience n'a rien appris jus(]u'ici sur la loi qui règle les actions de 
deux aimants extrêmement petits, rapprochés jusqu'au contact. Rien ne 
prouve donc a priori que l'on puisse applitpier cette loi aux actions mu- 
tuelles des diverses particules continues d'un même aimant. Nous allons 
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vuîr !iu cuiilrairc qu'une semblable extension scrail absurde. U nous suffira 
pour cela de transformer par un calcul d'identilé Texpression 

Soienl y, z les coordonnées d un point du volume dv dx^^y,, z, les 
coordonnées d'un jjoinl du volume dv, ; nous aurons 

rfo = djt- dy dz, 
dvi^dXidj^dSfi 

nous aurons eosuile 

,)i i f)t l <yî 1 if* 1 

;■ r <i r Hr, r ft.r rfr, r dj: dz^ 

JFdi, rf/ dit " dJ^df, dï dl^ djcjïx di dû 

d* - d*- â* - 

^ r dy dx, ^ r dy dy, ^ r dy dz. 



(>j rfj, di dii dyà/, dl dit dj Os, dl di, 

à* ' d' - - 

/• di dx, r dz dy, r dz dz, 

dsà7, dit S*^% di ^ ^ Wl df, ' 



nous aurons 



enfin 



dl ~ Ofi* 



di "OR,' « ~ 3IL* 

dx, _ ^ ^ _ _ ^1 

~jrt,' dl, JR.,' di, OU,' 

De toutes ces égalités, il résulte que Ton a 

,j' ' / d''~ d*l i \ 

/ '^'7 '^'7 '''7 \ 
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Dès lors, si la loi prôccdrnti^ demeurait exacte, même pour les parlicuios 
contigucs d'un aimant, les actions mutuelles des diverses particules d'un 
aimant devraient Omettre pour potentiel la quantité 

r( d^'- ù^'- ù^i\ 

toutes les intégrations s'élcndanl au volume entier de I aimant. Or, nous avons 
vu, dans VÉtude historique sur t*aimantation par ùtflueitee que nous 
avons publiée ($ n" S), que les trois intégrales triples qui servent ici de 
coefficients à -.t, et G n'avaient aucun sens; il en est donc de même de 
l'expression pt Acédente, et l'extension proposée de la loi expérimentale des 
actions magnéti(]ues serait absurde. 

Mais il est aisé de transformer renoncé de celte loi en un autre énoncé 
qui puisse s^étcndre aux actions mutuelles des particules d'un même ai- 
mant. 

D'après Tégalité (lo), si nous désignons par t) l'intégrale 




«'tendue à l'iiiniant A, tout entier, /■ étant la distance d'un point de Télé- 
nifMit 'iv, dy, </z, h un point (x, y, z) du corps A. le potentiel des actions 
mutuelles de l'aimant A sur Taimant A, aura pour valeur. 

Cette dernière expression peut se généraliser et s^appliqucr aux actions 
nuituelles dcs particules d'un même aimant, moyennant l'existence de la 
quantité 
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Ia's C'tjualions sur lesquelles ropose la lliéori»' ilo 1 iiiinaiilalion j)ar in- 
fluence des corps amorphes ou cristallisés ont été données par Poisson ; 
maïs la voie «uivie par Poisson pour les établir prénenie des difficultés de 
toute 8oi-u> : complication des hypothèses fondamentales, manque de ri- 
gueur des déductions inathéinali(|nes, opposition avec les faits de quelques- 
unes des conséquenrr»; pxpérimpntales. 

Les physiciens <pii, apn-s l'oisson, se sont occupés de celle lliéorie, et 
notamment sir W. Thomson et G. KirchbolT, ont cherché à éliminer ces 
difficultés; mais ils n^y sont parvenus qu^en admettant d^emblée les équa- 
tions de réquilibrc magnétique comme des liypolh&scs primordiales, sans 
les raitacliei- d"ni)r!ifi<» TiiniiiAre à (l<'s Uicorics plus générales OU à des lois 
direclcmciU acccssil)les à Texpci ii ncc. 

Cette absence de misons à l'appui lies eipiations fondamentales de Téqui" 
libre magnétique est d'autant plus regrettable que des obstacles de toute 
sorte rendent fort difficile la vérilieaiion expérimentale des conséquences 
peu noiuhrense-; qui on ont été déduile*; jusqu'ici. 

Dans ces conditions, nous avons cru utile de reprendre I élahlis-ierueni 
de ces équations en nous appuyant seulement sur les lois incontestées qui 
règlent les actions muiuelles des aimants et sur les principes non moins 
incontestés de la Tliermodynaniitpie. Nous avons été ainsi conduit, pour 
les corps isotropes, h des conditions d'équilibre idcntii(ucs à celles que 

II. — Fac. lie T. L. I 



I..2 r. nniF-M. 

(1. KircliHofT iiviiil iniiigitu'es; dès lors, corume los éiju.iiions de G. K.irch- 
liolV tia\aiciil fait l'objet presque d'aucuiio élude, nous avons examine 
qu<>l(|U( s-une!i de» conséquence» de ces équations, examen qui noos « amené 
à reclifier quelques proposilions introduites en Phynque sans démonstra- 

lion siifiisanlc. 

Pour \r< rf<^^< ntm i^otrnpps, nous avons ôlé cnndTiit à Hes conditions 
d'cquilibn- d iino loi riic n')nvellf el plus compliquée que eelle qu'on pouvait 
attendre. 

Notre travail n*aura assurément pas éliminé toutes les difficultés que pré- 
sente la théorie de rninianlation par influence; mais nous espérons au moins 
qu'il aura contribué à éclaircir quelques-uns des points obscurs de cette 
lliéorîc. 
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CUÂPIIRË L 

POTENTIBL THBiMODYNAMIQUB D'UN SYSTÈME QUI RBNFBRME 

DBS AIMANTS. 



$ I. — Quelques propoiitions de Thermodynamique. 

1. La théorie nouvelle de raimantation par inflticiico , (|uc le présent 
Mémoire ftiir;» \»n\r hui rie f!(''vrlnj)prT, repose sur l'i'iiiplMi ili--; [irinrfjn's «le 
la Thcrniod^ nainùjuo. Ou il nous soil permis de rappeler ces principes sous 
Ul forme que nous auron* à cniplo} ur dans la suile. 

Lorsqu'un système subît une transformation élémentaire, il dégage une 
quantité de chaleur t/Q; les forces extérieures auxquelles il est soumis effec- 
tuent un travail infiniment petit dE„ et Ton a 

(I) dQzs^dU-^-AdSn 

A étant rèquivulent calorifique du IraTaîl et U une fonction de Tétat du 
système à laquelle on donne le nom d*énergie ûUerne. 

Si T dési>;iie lu température absolue que pobsè<li>nt tous les points du 
système au moment où cette modification se produit, on a aussi 

(a) ^=-<« + ArfN, 

S étant une fonction de l'état du système à laquelle on donne le nom d r/i- 
tropie, et f/\ une quantité infiniment petite, toujours positive et nulle seu- 
lement lorsque la transformation considérée est réversible, «juaiitilé à la- 
quelle on donne le nom de tremt/ormeuîon non compensée, 

D>s doux propositions si simples sont la forme donnée au principe de 
Téquivalenec de ia chaleur et du travail et au principe de Gimot par 
M. (Mausius. 

M. J.-\\ . Glbbs en a déduit une conséquence pres(iue immédiate, dont 
la fcoondilé semble s^accroltre chaque jour. 
Posons, lorsque T demeure constant, 
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et donnons à rh nom <\r travail non rompensé accomp/i dans une Irans- 
formalion isolheriniqur; nous anron.s de ce travail celte remarquable 
exprcsûon 

(3) '/t^— Ef/(U — TS)-t.rfS„ 

E étant rêqiii\;iii nt m<'cani<inc do la chaleur. 

Supposons maintenant (|ue les forces extérieures admctleut uo poten* 
tiel VV, de telle sorte (juc Ton ail 

el posons 

(4) ii:i^E(L-Tà)-*- W; 
l'égalité (3) deviendra 

'lz — — dili 

If Irmail non compense effectué durant uite transformation isotlier- 
niiijw 4-si alors la variation changée de signe d'une fonction de l'clal 
du système U. 

Nous donnerons à celle fonction Û le nom de potentiel thermodyna- 
mique du Bystème. 

Moyennant ces convcntionS| la condition d'après laquelle </N doit tou- 
jours être positif peut s'énoncer ainsi : 

Pour qu*un système dont tous les points sont à la même température 
absolue soit en équilibre stabb', il suffit que le potentid thf'fniodvna- 
mique d>' ci' système ail la plus pcliic valeur qu'il peut prendre à ta 
température considérée. 

Tels sont les principes sur lesquels reposent les raisonncmcnls dont il sera 
foil usage au cours du pré^nt travail. 

L*élude de l'équilibre d'un syslimc quelconque suppose, cù premier iien, 
la détermination de la formedu potentiel l))eniiodynanru|uc di' eysl' ine; 
nous aurons donc, <'n jifi^inier lieu, à ilt'h rmirter l;i forme du poh'iitii l lin r- 
niod^namique d un système qui renleruie »it s aimants. Pour v parvenir, 
notis suivrons une voie analogue k celle «pii, dans un autre travail, nous a 
permis d^obtcnir le potentiel thermodynamique d'un sysl&mc élcctrisé. Cette 
voie su])pose Temploi d'un lemme fondamental dont nous allons rappeler 
Pénoncé cl la démonstration. 
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2. Imaginons un système décomposé on un nombre liniilé ou illiinik- (h- 
corps Gais ou ioCnimcnt potit.s, .susceplililes d èlrc déplacés les uns par rap- 
port aux Hutm. Imaginons qu'à chacun de ces corp» on ait invariableineiit 
lié un système d*ax«8 de coordonnées rectangulaires. Pour connaître com* 
plètement rétat du système, il faudra connaître la position de rorigiiic <\v 
chacun de ces systèmes d'nxcs et l'orionlation désaxes, l'n i;>'n'ra!, il f:inl 
aussi connaître un certain noniiirc d'autres quantités : forme et voIuuk' de 
chacun dos corps, élal physique et chimique dans lequel il se trouve, tem- 
pérature qu'il p<»sède en ses divers points, etc. Lorsque les premicrt» quan- 
tités varieront seules, les autres demeurant invariables, nous dirons que l*0n 
fiepfaci- 1rs uns par rapport «tttx autres tes divers corps du système sans 
c/ian^t'r Irur état. 

A un sembluLlu déplacement on peut appliquer les propositions étabhes 
en Mécanique rationnelle pour les déplacements d'un système de solides 
invariables. 

S<Hent 

E l'équivalent mécanique de la chaleur} 

T la température absolue du Système supposée la même en tous les points; 

IJ son i'iiiTijic interne; 
S son cuUopi»:. 

Dans un dcplaccmenl infiniment petit sans changement d état, la quantité 

E(U-TS), 

que nous nommerons le poteiaiel thermodynamique iniemef éprouve une 
variation 

£d(U-TS). 

En même temps, les actions mécaniques internes que les divers corps <lu 
système exercent les uns sur les autres eflcctuent un certain travail Se, cl 

Ton a 

(&) é€,=— £(IJ— TS), 

égalité que Ton peut énoncer ainsi : 

Jkins toute modification qui déplace les uns par rapport aux autres 

les dfvrrs corps qui consiituent un système sans diangcr frur êlat, h' 
tranfail effectué par les actions mécaniques internes du systùme est Ut 
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variation changée de signe d'un potentiel, et ce potentiel ne ^iff&re du 
potentiel tKermodynwnîque interne que d'une quantité qui peui bien 
dépendre de l'état des divers eorpe, mais qui ne dépend pas de teur 
position. 

La dèmon-stnitinii <!< cette proposition esl exlrèniemenl simple. 

liii|i<)soii« à ( liai iiii i.h'< r<vrjts rln sv-?triiir la liaison de d<'nK'iircr claiis un 
«'•liU invai ial)le el appliquons au sysli-inc, devenu ainsi incapable d'éprouver 
aucune uiodificutiuu au lie que le» dépbcenienUs que nous uyoii:^ en VUC 
d'étudier : 

i** Des foTceB égales et dîrectemeni opposées aux forces cxtérieurcA qui 

a fuissent sur lui; 

i" l>t-=' fiitT''- qui. dans tout déplacement du genre de ceux que nous 
considérons, ellectuenl un travail ce) égal ou inférieur à 

de telle fiifon que Ton ait} pour tout déplacement de ce genre, 

(6) Ea(U-TS)-46',>o. 

Soit V l'énergie interne du système ainsi modifié; soil £ son entropie; 
«oit ^ le trayail externe ell^tué dans un déplacement du genre de celui 
i(uc nous considérons par tes forces extérieures qui agissent maintenant sur 
le système. Dans un seni})laljle di'-placement, le travail non compensé cffeo- 
lué a pour valeur, d'après Tégalilé (3), 



(7) 



Mais, par hypothèse» l'état du système a été maintenu le même avant et 
après Taddition des nouvelles forces; on a donc 

r = u, 

2 = S. 

L) dUlif pai l, li:.s t»H (.x;.s l Uli a (JUI ugltii'Onl sUJ L' .S^sU liic upi i a 1 ad- 
dition des nouvelles forces se composent : 

t" Des forces extérieures qui agissaient auparavant sur le système; dans 

la itioilification considér/i-, . ili s (^nVcliiont un tra\,iil ct", ; 

Ihi pr.-nit'-r L'roiipo iji' tnn'cs aj'>iit.''.'s ; ditiis la inodiitculiou consi^ 
déi*éc, ces lorce» ellectui^ul èvidiiuuutul le Iruvail — iCe\ 
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Du second groupe de force-; ajotitce?; dans la niodilicalion considérée, 
CCS forces cfTcclucnl, par liypothirse, le travail 06^. 
On a donc 

iê^iSt — ici, 

el l'cgalilê (7) dcvicnl 

D'après rincgalité (6), celte quantité est nulle ou négative; dis lors, 

d'apn'îs les propositions de Thermodynamique que nous rappelions an 
commencfmcnl de ce paragraphe, la modification correspondante, entraî- 
nant un travail non compensé nul ou nê},'alif, ne pont se produire; le sys- 
tème, soumis aux actions mécaniques qui agissent réellement sur lui et h 
celles que nous y avons adjointes, ne peut subir aucun déplacement qui 
n'altère pas Tétat de ses diverses parties; les liaisons qui lui interdisent toute 
mudincaiion autre que des déplacements de ce genre assurent Téquilibre 
du système. 

Mais, grâce à ces liaisons par lesquelles chacun des corps qui constituent 
le système est supposé maintenu dans un état invariable, les propositions 

de la Mécani4|uc rationnelle relatives aux systèmes formes de corps solides 
sont applicnhies au système précédent. On pcut, cn particulier, lui appli- 
quer le principe des vitesses virtuelles. 

D'après ce qui précède, le système est en équilibre sous l'action de quatre 
systèmes de forces : 

i" Les forces mécaniques extérieures quî agissaient primitivement sur lui; 

•i" Les actions mécaniques intérieures que les divers corps qui le consti- 
tuent exercent les uns sur les entres; 

3" Des forces égales cl directement opposées aux lorces extèrieui es; 

4* Des forces effectuant dans tout déplacement virtuel un travail ie[ égal 
ou inférieur è ES(U - TS). 

I>e premi'^r et le Irnisième système de fioTCeSSe détruisent. On peut donc 
dire (pie le systètae c&l cn équilibre sous Faction du second et du quatrième 
groupe de forces. 

Mais, dans toute modification du système où ses diverses parties changent 
de position sans changer d^état, les forces du second groupe effectuent un 

travail virtuel oô,; les forces du quatrième groupe cfTectucnlun travail vir- 
tuel oG^ ; en vertu du principe des vitesses virtuelles, le système ne peut vire 
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en équilibre sous raetion de ces deux groupes de forces si Ton n'a 

6G/ -4- "îP'i î o. 

Cola <loii avoir lieu toutes les (ois que Sg^ vérifie Tiuégalité (6). On doit 
donc avoir 

36,<-E«(U-T8). 

Si l'on suppose mainlcTianl qu'à tout (h^placomfnt virtiicl de? diverses 
parlios du syslciuc on puisse faire correspondre le déplacement inverse, on 
verra ui^iciucat que rinégalité prccédenle 80 réduit à l'cgalilc (G) : 

e6< = — EatU-TS), 
que nous nous propoeions de démontrer. 

Ce théorème londanienlal entraîne quelques ttniséqucnces qui en dé- 
rivent immcdiatcment et que nous pouvons indiquer ici. 

CofxMaire I. - L'égalité (3) 

devient, en vertu de celte égalil»'- (G), 

ce qui peut «^énoncer ainsi : 

Lorsqt^un système subit un déplacemerU sans ehtutgemenl d'éua de 
ses diverses parties^ le travail non compensé produit dans ce système nst 
Kgal au travail produit par les actions mcrnnifiarx, tant externes qu'in^ 
ternes, qui agissent sur les diverses parties du système. 

Corotiaint If. — Lorsqu^un système dont tous les points sont à la même 

tenipt'-ratiii I <vA\h une niodificalion isoihermiquC| ^entropie de ce système 
varie de oà et Ton donne i la quantité 



le nom de (rainait compensé accompli dans la modiûcatiun cunsitiérëe. 
Considérons un système défini par sa température absolue et par un ccr- 
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nous avons vu {Élude historique, § I, n" 5) que la fonclion 
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dans laquollo l'inlëgralion s'étend i\ Paimanl A tout entier et dans Ia4|nellc 
r désigne la distance d'un point de l'élément fix'dy f/z' de l'aimant A à un 
})oint (r,y, z)du môme aimani, est une fonclion fini<>, ronlinue ol uniforme 
des coordonnées ( r, z) et qu'elle admet par rapport à ces coordonnées 
des dérivées partielles du premier ordre. Dés lors, rien ne nous enqii'clie 
d'admettre, comme généralisation des faits d'expérience, que les actions 
mutuflles des diverses particules d'un aimant A admettent pour potentiel 
la quantité 

2 \ dx dy ()z ) 

Dans ce qui va suivre, nous admettrons cette hypothèse. 
Désormais nous désignerons par la lettre ^ la somme des dcu.v fonctions 
t> cl c'esl-à-dirc l'intégrale 



étendue à tous les aimants du système, r étant la distance d'un point de 
l'élément dx' dy' dz' à un point (ar, y, z) de l'espace. Nous nommerons 
celle fonction ^? \vi fonction potentielle ma^smUiffut'. 
Pourvu que la quantité 
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existe et soit finie en tout point des aimants que renferme le système, la 
fonction ■Ç est, dans tout l'espace, une fonction (inic, continue et uniforme 
de X, y, z admettant des dérivées premières par rapport A ces variables. 
Si la quantité 



ds 



esl en outre continue, ces dérivées premières sont continues, sauf à la sur- 
face de séparation d'un aimant et d'une substance non aimantée. Si .N, et N, 

U.-rac.deT. L.'i 
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sont Icfl DonnaleB vers rintérieur ou rextérieur à une tdle surface, on a 
Si enfin la quantité 

,)Z 

"Sir dy dz 

adiiK'l. |iar rapport à x, dos dérivées j)arlielles du preiuier ordre, 

V> adiiH-i, |>ar rap|iort aux iiièiiies vuriables, des dérivées partielles du second 
ordre, cl I on a dans tout l'espace 




égaille qui se réduil, lorsque le point (x*,^, 5) est extérieur aux aiiuaals, à 

(|3) A<'s:o. 

Les actiiNW mécaniqttes internes d*un système d'aimanls admettent alors 
pour potentiel la quantité définie par Tégalilé 

l'intégra liun s'é tendant à tous les aimants du système. est le potentiel 
magnétique du système. 

Ce résultat, ohlcnu »mi j^é né ra lisant la loi expérimentait- de ("oulond) et 
de Gauss, est rh^pullicse unique sur laquelle nous lunderua-s 1 élude de 
Taimantation par influence. Au moyen de celte hypothèse et du théorème 
dév^ppé au paragraphe précédent, nous allons, au paragraphe suivant, 
déterminer la forme du potentiel thermodynamique d'un système de corps 
aimantés. 



% III. — Potentiel thermodynamique des corps isotropes aimantés. 

C. G>nsidérons un système qui renferme des aimants et supposons que 
les seules actions mécaniques ijui s exercent dans IHntérieur de ce système 
soient les actions mau'iiétii|ui's, livpothèso qui ne serait pas vérifiée si le 
système rcnferuiail soil des charges éleclriques en équilibre, soit des cou- 
rants électriques constants on variables. 
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D'après ce que nous venons de dire, les actions mécaniques internes de 
ce système admettent pour potentiel la quantités définie par Tégalité ( 

Nous nous proposons de déterminer la forme du potentiel thermodyna- 
mi<]ue interne du système. Ce potentiel thermodynamique interne est dé- 
fini par Tégalitc 

^=E(V-Ti), 

\i f iant IVquivalenl inccani<|ue de la chaleur; 
V I cnergic interne du système^ 
£ son entropie ; 

T la température absolue commune k tous ses points. 

D'après ce que nous avons vu au § I, ce potonliol lliermodynamiquc in- 
terne ne diffère du |iotcntii'I de< riclinns mêcnniques intérieures au système 
que d'une quantité qui peut dépendre de l'élal des divers f-lpinonls magné- 
tiques, mais non de leur position, en sorte que, si l'on dési^'ne par J' une 
semblable quantité, on doit avoir 

C'est donc la quantité qu'il s'agit pour nous de déterminer. 

L'état de chacun des éléments du système dépend : 

Du volume de rélémcnt; 

De la forme de la surface qui le limite; 

De Torieniation de Taxe magnétique par rapport & cette surface; 

Si la substance n'est pas isotrope, de l'orientation de Taxe magnétique 
par rapf>ort aux a\f»s d'élaslicité <]>• !a siil)>ianceï 

De l intensilé de l'aimantation eu un point; 

Enfin d'autres paramètres a, (]ui achèvent de déterminer Tétat 

phyûque et chimique de la substance. 
Tell» sont les variables qui peuvent influer sur la valeur de • . 

nornonsr-nous, pour le moment, à con'îifltTcr le cas d'une ^tilwtanee iso- 
trope : nous étudierons dans un Chapitre ultérieur les propriétés des corps 
cristallisés; cherchons la variation que subit la quantité J' lorsque, dans un 
élément magnétique, on fait varier Tintensité d'aimantation et l'orientation 

de l'axe inaj.ni('iii|ue sans déplacer l'i-it-tuent Cl sans faire varier ni son vo- 
lume ni la frirnio tic la mii face qui le liniile. 

Lavarialinn que subit la iiiiantitc ,1 par i'cnci d nnc modilicalion donnée 
dépend seulement de l'elai du système avant et après cette modilication cl 
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non de k voie mh-'w p-w le système pour passer de Tun de ces états à l'autre. 
Nous pouvons dota clmisir cette voie arbitrairement. 

i" Nous découperons dans le syslème l'élétueal dv^ dool Télal doit va- 
rier; nom éloignerons h Tinfini tous les autres âémenis du système sans 
changer raimantation ou l'état dVucun d^entre eux. Dans cette modification, 
qui c<>ii>iiiiu> ce «pi'au § I nous avons nommé un déplacement sans change- 
ment d'état, la quantité .»' ne subira rtucunc variation. 

2" Dans rélérnenl ainsi isolé, nous ferons subir à l'intensité d'ainianlalion 
et à l'orientation de l'axe uiagnétiquc les variations infiniuicul petites que 
nous avons en vue. Dans cette niodiGcation, f variera de S,f. 

3*> Cette modification achevée, nous ramènerons de Tinfini tous les élé- 
nienls du système à Ii;ur position initiale sans clianger l'état ou raiiuanla- 
lion d'aucun d'ontro lmix. Dans ce nouveau déplacement sans changement 
d'étal, J' ne Auriera pas. 

L*ensemblc de ces trots modtlications devant foire varier f de on a 

Il nous suffit donc d'étudier la variation de S*. 

Il est évident ipic cette variation est é^ale h. la variation que subirait te 
pntcnttf'l tlii^rniodynaniique d'un système fnrm*' |>;h rélémenl (A* seul, si cet 
élément sutussuit le thangemciit considéré d axe magnétique et d'aiiiiaula- 
tion sans changer de position, de forme ou d*état. 

L'intensité de Taimantalion et l'orientation de Taxe magnétique sont 
connues lorsqu'on connail les composantes a , i4t<, C de raimantation sni- 
va»tl ttnis axes r*>< t;Mi'_'^n!;iiTes iiiv;iri;i!i!<Mncnt liés à l'élément. Par consé- 
quent, daus la modiUcation précédente, ou a 

A, B, c étant trois quantités qui peuvent dépendre : 
De A,, nb, e ; 

Du volume <h' de rélémenl; 
'! ' I^i' I l f. irm«^ de la surface qui Ic limite; 
l" Des coeliicienl» a, ^, .... 

Quelle que soit la forme de la surtaci ijui limite l'élément (/c, quelle que 
soit Torientatlon de l'axe magnétique par rapport i cette surface, t|uel (|ue 
soit le volume de l'élément r/c, nous pouvons le partager en une infinité de 
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cubes infidimeiil petits par rap|>ort i cet élément, ayant un volume déter- 
miné d'avance et dans lesquels Taxe magnétique ait une direction détcr- 
min ' > par rap|i<n t à la sttrface qui limite chacun d^eux. Une dcinonstrailon 

analo^-^u. à ( «Hc (jiip nous vcnon?: âo faiir pour prouver (|uo S,7'= o,,»'nous 
munircra ([uc i, > est égal à la somme des quantités analogues obtenues, en 
supposant que, après avoir éloigne indcHniiucut tous ces petits cubes les 
uns des autres, on fosse subir à chacun d'eux la même variation d'aimanta- 
tion qu'à rélémcnt dv tout entier. 

Il est facile de conclure de là (|ue les quanlilcs A, B, C sont propm tion- 
nrllcs an volume do rélémcnt dv et indépendantes de la forme de la suH'ace 
qui le limite, en sorte que nous pourrons écrire 

ii' = a, j' = ( A' aj. + B' e« + C as) dv, 

A', B', C dépendant uniquement des variables x, «b, e, ^, . . 

Au Heu de prendre v , ii>. C CDmme variables indépendantes pour délînir 
Télat d'aimantation de rélém- iil lions pnnrnnis aussi bien prendre pour 
variables iiiib jiriidanles or», et deux des quanlilcs ilb, les deux pre- 
niièies par exemple. iXous aurons alors 

m, a et A étant trois fonctions de su, .V, -«k, «, . . . seulement. 

La ibrme de la surfooe qui limite rélément dv n'influant pas sur la valeur 
des quantités w, a cl b, on peut, pour les fléterniiner, dmiiK r à l'éb-nieut la 
forme d'une sphère. Celle hypothèse admise, envisageons les deux modili- 
calious équivalentes que voici : 

Dans la première modification, on suppose qu'on laisse l'élément immo- 
bile, qu'on ne fasse point varier son inlensilé d'aimantation OTc, non plus 
rjiic los pnrnmèfrr=; a. mais qu'on change PorienUilidn <b' son axe 

nuii:ni li<[m-, <]i' telle façon qne i et wi, varient de quanlilcs quelconques 
OA-, ivh. Dans celte première iiiuJilkalion, on a 

Dans la seconde modification, on suppose qu'on laisse invariable l'inten- 
sité d'aananlation cl les paramclrcs a, j3, que Taxe magnétique de- 
meure invariableincnl lié à l'élément, mais qu'on fa«f;c tourner n-bii-ci au- 
tour de sou centre de manière que l'axe magaéliquc subisse dans l ospace le 
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llu*^mo i>lmM|ti>miml liWirnlaliiMi «lunslii |>rt>cëdento ttOdUication. Cette 

»ts oiuto ln•l^hll(';Uit>u < (<iisiiiuo au t!i {'!.M-iMutfnti$iiii« chwgeiiwnt d'état, «D 
\jM»< A, i(tU4«lil ivllc luotiitication. 

lo«tWux nutiU(tc«lHmi«, «mmunt le «tsI^dw dn mène éut înitMl «v 
m«SM«^ «Mai tîitAl> l\>«l »uKir à 1* <|wmtît^ f U m^ne variation. On a donc. 
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èléinenUqm]eooiuiitituait,7tendverao;ilea«stdemèmede#(at, k, ■•■) 
d'après l'égalité (i6); â tend donc vers i'. 

D'autre part, si nous désignons par U rênorgio interne que posséderait 
le système si tous les éléments ronsorvîncnt !<• même état phv«i(|iH* H<Hini 
p.ii li.'.s |)araiiièlrus a, . . . et le même volume, mais cessaient d élre ma- 
gnétiques; par S l'entropie que pottéderaîl le système dans les mèraes 
conditions, ii est évideni que la limite vers laquelle tend la valeur de 9 
est E(U -TS). 

On a donc 

(18) l*=E(U-T8). 

Cette égalité (i 8) achève de déterminer la forme du potentiel thermody* 
namique interne d'un système qui renferme des corps isotropes aimantés, 
car des égalités (i5), (17) et (18), il résulte que l'on a pour un semblable 
système 

(19) J = E(lt-TS)+ïr + f #(311, «.p, ...)d». 

(7est de celle égalité que nous allons déduire les lois de l'induction magné- 
tique des substances isotropes. 
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CHAPITRE II. 

ÉQUATIONS DE L'ÉQUILIBRE MAGNETIQUE. 



§ I. — Èquationi fondimentalM d« l'aiiMiiUtioii pt» iaflttmM. 

1. Nous allons daus ce Chapili c chci cher à dt-lcTiniiKT la jjrandcur cl la 
direction de raimantaUon en cliaque jioint d'un coips dénué de force 
eoercitive soumis i TacUon dWmaAf» permcMent», Gommencona par dé- 
iinir ces deux mots. 

0>ii«ifl"'ron« iirt «vs^tAnn' rciifTmant «n rnr|i«! susceptible c!c s'aimatilcr 
cl cherchons à quelles condilions le iravail non compense elïocluc dans une 
modification iaotliennique virtuelle quelconque de ce système sera nul ou 
négatif; parmi ces conditions, qui sont les conditions d'équilibre en Ther- 
modynamique, nous en trouverons qui expHmeni In pt-opontion suivante : 
l'aunanlalion a oharpie jKiiiU fiti orp? consir!ôré une cerlaine dire ction 
el tmc corlaine grandeur. Si, en chaque point de ce corps, l'aimantation a 
celle diieclion el celle grandeur, celle uhuanLaUon ne pourra subir aucune 
variation; l'équilibre magnétique sera absolument établi. 

Mab, selon une remarque faite précédemment (Cita p. I, § I, n<» il), il 
peut fort bien arriver ([n(> le système conserve un étal invariable sans que 
les conditi ins r!'ë<[uilil}rc pn'srritc^ pnr l;i T(i(»rniodynamique soient véri- 
liéos; il pLUt arriver que l'aimantation du corps en question demeure inva- 
nablv, bien que cette aimantation ne satisfasse point aux conditions dont il 
a été parlé. 

Noos dirons qu'nn corps esi par/mlemcnt doux, ki \>\< n qu'il est dénué 
de foire eoercitive, si. en toute circonstance, l'aimanlalion en chacun des 
puitils de ce corps satisfait aux condiltoos d'équilibi'e indiquées par la Tlier- 
modynamiquc. 

Au contraire, nous dirons qu'un aimant est permanent si Taimantation 
en chaipie point conserve une grandeur et une direction invariables en 

quelque circonstance que cet aimant se trouve placé. 

Les aimants f»ermanenls el les corps parfaitement doux forment les deux 
limites cvlrènies de la ?<'rio des corps magnétiques. Il va sans dire que tous 
les corps niugnéiiques que nous présente h nature viennent se ranger entre 
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CCS deux limites, sans jamais réaliser complètement ni Tune ni Paulre 
dVntrt* f'!!'";. 'S'iviimioins, rcs deux liniiles correspondent fiiix «seul* ras qn»' 
nous puissions étudier tlieoricjuemcnt : nous pouvons étudier les ainiant;^ 
permanents parce que leur état niagnêiique peut être censi donné arbitrai- 
rement, et les corps parfaitement doux parce que cet état est réglé par les 
propositions de la Thermodynamique. 

2. Envisageons un système forme d'aimants permanents et de corps dé- 
nués de force coercttive. 

En un point de Tun de ces derniers, Taimantation a pour composantes «v, 
irk, 6. On peut imaginer que, sans changer la position, le volume, la forme, 
l'état ph\?;ifpiç ou chimique di s <]i\< rs corps «jui constituent le système, on 
fasse, au sein d un élément (/\', varier tU, iii, 2, de quantités intinimenl 
petites arbitraires ûx, Sub, CZ. D'après la définiliou des corps parfai- 
tement doux, il n^en doit résulter pour le système aucun travail non com- 
pensé. 

Tous les corps du système demeurant invariables de volume, de forme et 
de position, les forces cxtcrictires appliquées au système n'eirecttient îhîcuii 
travail. Le travail non compensé cflecluc se réduit alors à la variation 
changée de signe du potentiel thermodynamique interne. 

Ce dernier est fourni par Tégalité (19) du Chapitre précédent. Il a pour 
valeur, en conservant tes notations de ce Chapitre, 

#= E( t — 'rsj -t- j ■+- J .i(ofL, »,^,...) dv. 

CherdMws la variation subie par cette quantité lorsque, au sein de Télé- 
ment dv^ a, il., e varient respectivement de hu^ Se, tous les autres 
paramètres qui fixent l'étal du système demeurant invariables. 

I^a rjiianfilé I"-(U — TS) ne subit dans ces conditions aiicnne variation. 

La quantité ,T subit une variation facile à calculer en se reportant à la 
délinilion de la fonction ^ donnée par l'égalité (i4) du Chap. I. Il est aisé 
de voir que Ton a 

I I «'v ». î.. <f'<' »- I I 
\_à.x 4y às J 

•ç étant la valeur de la fonction potentielle magnétique en un point (x,/, 9) 
de l'élément dv. 

Il,- flae.at T. h.i 
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Enfin on a 
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Mais réplilê 
donne 



30C~"3ïC* ■31'~ait' ^©"aiL* 



en sorlc que l'on peul écrire 



Tou« ces calculs conduisent & Tégalilé 

2_ d.iii^n, a, 3, ...) 







jr»., «, jî. 


...) 






t).T(;in.. a. .3, 


...) 







Celte quantité doit être égale à o quelle» que «oient les variaUom 
$c. Si donc on pose 



M. 



on devra avoir, en tous les points d'une masse dénuée de force cocrciUve cl 
soumise i Tumantation, 



(a) 



A: 



2. Ces équations sont les équations l'untiamenlalcs de l'induction magné- 
tique; avant de leur faire subir aucune transformation, nous allons en dé- 
duire quelques remarques importantes. 
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Ces équations donnent 

«K» av à<> 

i).r d: 

€c qui signifie que Paxe magnétique en un point d'une maste isotrope 
dénuée de force eoereituv et la grtmdeur géométrique dont les compo- 
santes sont 

dV «K' *]? 
dx* ày' às 

sont dirigées suivant la même droite. Celle proposition se i-elrouve dans 
toutes les théories de Tinduction magnétique proposées jusqu'ici -, elle est une 
conséquence plus ou moins immédiate des hypothèses sur lesquelles repo~ 
sent ces théories. Les équations (2) donnent encore 



/dvn' {'^<''v /'^'\* 



Le rapport de la grandeur géométrique précédente à l'intensité d'ai- 
mantation dépend de l'intensité d'aimantation et de la nature de la 

substance. 

Cett*" cnnsi'qtifiief' eHt cnnfonne aux ii>polhèso'; f.utos par M. C Kircli- 
hoiï ïur 1 ainianlation par inlluence; Loules les thèoi lcs de 1 aiinanlaliuii 
autres que celles de M, G. Ktrchhoff conduisent à regarder le rapport 
précédent comme indépendant de Tintensilé d*aimantation : nous avons vu 
qn>< p:n là ccS théories se inettaieiil en désaccord avec Texpérience. 

Si le coefficicni F(3tv, a, • • •) est positif, l'axe magnétique et la gran- 
deur géométrique dont les projections sont ^1 ^> ^ sont orientés en 

sens conlraii'c. Le corps est dit alors magnélif/tf on pnrantagnétique . Si 
au contraire le coeffici<^nt F(.'>il, a, ^. . . . ) t-t négatif, Taxe raaijTif^tique et 

I t '•■Il i0 àK* 

la i:r;ni<lcur geometricpie dont l<'s |)r<)|i ( lionv sont — . — i — sont orientes 

dans le même sens. Le corps est dit (liuinrii'iœtique. La théorie des corps 
diamagnétiqucs et la théorie des c<nps magnétiques se trouvent donc com- 
prises en une seule et même théorie} Texistence des corps diamagnéti(]ucs 
ne présente pas ici les difScultés quVIle présentait dans la théorie de 
Poisson. 



L.a8 
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§ II. — Le problème de l'induction magnétique ae ramène 
àtodM«nniaMioadi*laf«iietfo&i?(^, 7, x) ('). 

3. Nous allons démontrer maintenant que les équations (a) permettent, 

lorsfjn'on connaît la valeur de la fonction _>', z)cn tons les points d'une 
masse dénuée de force coercitive, de déterminer 1( « vn!(*iirs des quantités 
tU, vit, en tous les points de celle masse, c'csl-à-dire de résoudre com- 
plètement le problème de Tinduction magnétique. 
L'équation (3) peut s'écrire 

[AF(3it,^p; .-..)] =(£) -*-(|^) -^(è)' 

Si l'on connaît en chaque point la nature du corps purluitement doux que 
Ton étudie, l'^JR, «, ^, • ■ •) est, en chaque point, une fonction parfaitement 
déterminée de dH; nous verrons plus loin comment rexpcrienoe permet de 
déterminei- la forme de cette fonction. Dès lors le premier momhre de 
l'équation précédente est ymf fonction parfaitement déterminée de^nt, et 
cette équation donne JIL en fonction de 

/(K>\' {iK>\' ià^'Y 

Nous supposerons cette équation (4) résolue par rapport i et nous 
écrirons 

-=-[(ë)'-(f)'-(")']- 

Posons maintenant, d'une manière générale, 
(6) >(Ç. «, P. . . .)=- AFMC). «, 0, . . .]. 

Les expériences qui font connaître la forme de la fonction F feront con- 



I ' I t'.i' [nii Cl \e «uiviinl *ont le <t.'-\ l-Ii ■! iiii f~ itiilii|iite<i par G. Kin liliull 

[G. KiftcKUOpr, Ueber deti MagnetUtHu* cinet unbegreusten Cjlindtrê von iveicheni 
Kiseii ( CreUe*$ Journal Jar reine und a»gt»andt* Stalkematik, l. XLVttI, i8S3; 
/Unhhojf'$ gaamnwtle Abhandimgtii, p. igS)]. 
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naître auni la forme de la fonction X, et les équations (a) deviendront 



(7) 



ds' 



•i 



Ces é(|uations permeltenl, comme nous TaTions annoncé, de déterminer 
les trois quantités A., lorsqu'on connaU en chaque point du corps 
soumis à raimantation la valeur de la fonction 9- 



$ III. — Équation différmittollo A laqualla satisfait la fonction V>Ui/t s). 

4, Nous avons vu que la fonction ^(x, z) satisfaisait en tous les 
points de l'espace non situés sur une surface de séparation de deux corps 
niiignéU(]ue$ ou d'un corps nin^^néliquc cl d'un milieu QOn magnétique & 
Téquation suivante [Chapitre I, § 11, éq. (12)] 

De li on peut déduire la forme de l'équalion différentielle du second 
ordre à laquelle la fonction '<;> satisfait en tous les points de Tespace, sauf 

aux divers points dfs surfaces liniilos. 

Dans la partie de l'espace occupe par le milieu non magn^lique, l'équa- 
tion précédente se réduit à Téquation de Laplace 

(9) AV = o. 

A rintérieur des aimants permanents, Taimantation en chaque point 

«■st censée connue, en sorte que le second membre de l'équation (8) esl 
une fonction cnnntip do r, y, z. Si nous désignons cflt»; fonction par 
— t^-Rfix^y^ z), la fonction V vérifiera en tout point intérieur aux ainianlâ 
permanents Téquation aux dérivées partielles du second ordre 

(.9 Ois) AV=— 4kp(j:, j^, â). 

Envisageons maintenanl un point intérieur à Tune des masses magné- 



It.'io r. ntiiF.N. 

tiques tlënuèos de force coercilive que renfi'rine le svslêine. Kn ce point, 
les composantes .t, A, £ de l'aimantation vérifient les étjuations (7). 

Din«''rentions la première des équations (7 ) par rapport à x. Posons, jjour 
al>ré<;er, 

„ /à^'Y /ifK'Y /à^Y 

Nous aurons 



— = J/ Jt. p. . . . ) -T-: -h —J- -j- — 

_ «A Tdy.i\^. 5 \ dx ù'i \\, ». 3. . ■ - ^ ] 



les termes de la s«'conde lijrne disparaissent d'eux-mêmes lorsque la sul> 
stauco est liomoj:éne. 
Mais on a 



d-r* di > Or à * à: Ox S: 



Hemplacons — jvir cette valeur dans l'expression de jj; formons do 
mémo les expn'ssioiis de^. ajoutons ces trois quantité*, en tenant 
compte de l'étpiatiou ^8 ». et nous aurons 

^>'r..^iV-.,^^r-,^vi.,. 3....' 

vA \»»\ lA «A \*'V *A A" i*'X ' 
"~ V*» y*: Oy Oz Js Ox 0: <}x O r Ox . 

lî'" ^. ':îi'.'\ 3 

Ox >J v"x k'« V*; 

** .'r /. '* • .«5 v*v _ vA v-5 A 
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Telle csl réc|ualion aux dérivées partielles du '-cfond orfîrf i\uv ht fonc- 
tion ^(îc,y, z) doit vérifier en tous les points d'une masse dcnucc de force 
coercitivc soumise ù raimautation. 

Les éqnalions (<)), (9 his), (9 ter) nous fourniMent donc l«s équations 
différentielles que la fonction 9 doit vérifier en tous les prànts de respace^ 
sauf aux divers points des surfaces Umites. 

S IV. — ConditioiiB aux limites auxquelles satisfait la fonction V>(x,/, a). 

a. (Cherchons à quelle condition satisfait la fonction ^(x^y» a) en un 

poiiii dr Wmr (l< s surfaces 

Supposons (iti'uin' surface <;éparc deux milieux, dont l'un au moins soil 
magnétique. Soient, en un point de celte surface, N, la normale du-ijjée 
vers rintérieur du premier milieu et lu normale dirigée vers Fintérieur 
du second mitien. Soient ^«(x^y, a) la fonctiim ^ relative au premier 
milieu, v''a(x,j, j) la fonction v*» relative au second. Soit M, un point du jur 
mîcr milieu inliiiirnent voisin du jininl considéré fie la su rfn ce limite. Soient 
A,, i*,, G, ks ((iiuitosaiiiLs (il' raiiiiaiiialion en cr point. Soit, en ce point, 

la dérivée de suivant la normale .N,. Soit, de même, un point du 

sernnd milieu. Adoptons pour ce point des not;itirm« analn^ues à celles que 
nous a vous adoptées pour le point .M, , et nous aurons, d'une manière géuérale, 

(10) ^ ^- =— 4«[ .*.|Cos(Ni,*) + *,co«(N,tj) + ©iCos(N„«) 

+ A,eos(N„ x) + i6i0as(Nti7) -h eiCO»(N„ s)], 

é^allh qui se réduit & l'égaUté (i 1) du Chapitre I lorsqu'un des deux mi- 
lieux n'est pas magnétique. 

T.<>s surfaces limites que Von peut avoir à considérer sont de cinq espèces 
dillérentcs : 

I* Surface de séparation d*un aimant permanent et d*un milieu non ma- 
gnétique; 

u" Surface de séparation de deux aimants permanents; 

3" Surface de sé[iarati«>ii d'une substance dénuée de force coercilive et 
d'un milieu non magnétique; 

4° Surface de séparation de deux substances dénuées de force coercitive; 

5** Surface de séparation d'un aimant permanent et d'une substance dé- 
nuée de force coercitive. 
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1" A la surface dv sépai alton d'un aimanl permanent et d'un milieu 
non magnétique, voyons ce que devient la relatiou (lo). Supposons que 
rindice (i) se rapporie à raimani et Tindtce (a) au milieu. Remplaçons le» 

symboles ^ et par les symboles, plus souvent usités en pareil cas, 

^ fit ^ • A riutéricur du milieu non magnétique, nous avons 

.Vt=o, ill>i=io, S|=o, 

tandis qu*i l'intérieur de raimani A,, A,, e, sont des quantités censées 
connues d'avance. La relation (lo) devient donc 

.v(x, z) éintii une fonction dont la valeur se déduit immédiatement des 

donuëcs du proMèmo. 

2" De môme, à La^ sur/ace de séparation de deux aimanUf la rela- 
tion (lo) devient 

(• « w* ) Wi'^Mt~'~ * ï y* 

(a-, y, z) cl .y^(x, ;) étant deux fondions dont la valeur se déduit im- 
médiatement de^^ données du problème. 

3i* Ala surface de séparation d*une substance dénuée de force eoer- 
citive et d'un milieu non magnétiquCf examinons ee <|ue devient la 
relation (ro). Supposons que l'indice (i) se rapj)orte à la substance n)agnê- 
tique et l'indice (2) à la stihsiuncc non magnétique. Uemplaçons les sym» 
boles N, et iS, par les symboles N, et N,. 

A rintéricur du milieu non magnétique, nous avons 

Au contraire, à l'intérieur de la sub&laiu 0 dénuée de force coen itivc, 
C, sont donnés par les équations (-) du présent Chapitre. On a 

donc 

•l.|COS(N/, J-) -r (lît, C0S(N,, v) -T- C, COS(K(, «) 
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iMaîs on a aussi 

La relation (lo) devient donc, en tout point de la surface considérée, 



Do iin'mo, ri la sur/ace de séparation de deux SttbstCMces dénuétfs 
de force coercithc, la relalion (m) cl<;vioiil 

'•■"> (•*««».|[(^)**(^)'-csv]-...ft....t)^:^ 

5" Enfin, à ta sur/ace de aêparalion d'un aimant permanent {i) ef 
d'un corps dénué dejorw «ùerdtive (a), la relation (lo) devient 

/ ,» ( • \ (à^'V /à^>Y /t>V'\' l *, h *K> 

=r — /,t;.v, (x, )•, 3). 

«((x, z ) clanl une fonclioii dont la valeur se déduit inimêiliuluincnt «lo» 
données du problème. 
Si nous ajoutons qu^i Pinfini on doit avoir 

nous aurons énoncé toutes les équaUons qui déterminent la solution du 
problème de raimantation par influence. 

$ VI. — Approximation do Poisson. 
6. Revenons aux équations 



ift = -*F(3lt,«, p, .. .) 



sur lesquelles reposent toutes les considérations exposées dans le présent 

II. ' Fme. d* r. L.S 
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(^Iiapilrc. Si l'un supposait que la fonction F devint indépendante de on., 
ces ('({nations deviendraient 

EHes auraient précisément la foi-mo que pn'stnilcnt les équations de l'è- 
qnililiro magnétique dans I.i ilii'.'t ii- <]<■ P.iis-on et dans toutes les théories 
exposées jus(|n"ici, wuifceli*; de; M. it. Kn ciiliotr. 

Quelle condition doit remplir la fonction ,?(on, a, ^, ...) pour qu'il en 
soit ainsi? 

S'il en était ainsi, réçaUté(i) du présent Cliapilrc deviendrait 

(:)n,,g , g, ...) _ _^ 

et connue, en vertu d»; .sa définition donnée par l'égalité ( iG) du Chapitrai, 
la fonction J devient égale à o en même temps que dH, on aurait 

Ainsi, pour que la Uiéoric de Poisson soit exacte, il est nécessaire et 
suf/ùant que ta /onction g soit proportionnelle au carré de t*inten*ité 
d'aùnaniation . 

t]oinm<' nous l'avons déjà tlit dans l'Introduclion, réUulf des substances 
fortement nuitrnéiiqn*'s, iHI' s qtif h' f r doux, nvintiv que la théorie de 
ruisson est in.n . i pt.ilih", au moins pour ces sul)sianees. L'expérience 
semble prouva que, pour le fer doux, lorsque l'intensité d'aimantation sm 
croit en valeur absolue, la fonction F(9ib, a, • ■ •) croît d'abord avec 9IL, 
puispasse par un maximum, et décroît ensuite lorsque «Ht Continue à croilre. 

Toiilcffii';, la tlii'orie de Poisson est approximativement exacte pour les 
corps f.iiblciiieni amiantes. 11 faut en conclure, d'aprèiï ce que nous venons 
de dire, que l'on a 

r(.m, a, ^, ...) tendant vers une limite finie yC^i p> ■• •) lorsque SUL, tend 

vers o. 
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CHAPITRE m. 

LB PROBLfiMB DB L'AIMANTATION PAR INFLUENCE ADMET UNE 
ET UNB SBULB SOLUTION. — STABILITÉ DE L'AIMANTATION. 

1 1. — Exlrtenoe d*uae aolntioiit. 

1. Nous avons irti au § I du Chapitre II que le problème de rainianla- 
tion par influence se ramenait à oelai-cî : trouver une dUlribulion magné- 
tique qui donne un minimum à la quantité 

5=:E(L— TS) i- J-h y J(Ja, a, ^, ...)'/«. 

ii)xi«te-tril toujours une semblable distribution? C*est la question à laquelle 

nous nous proposons tle répondio dans ce panigniphe. 
D'apriis i égalilé (i4) da Chapitre 1, nous avons 

Cette égalité, lorsqu'on y remplace <9 par Texprcssion 
qui lui sert de définition, devient 

toutes les intégrales triples s'étendant au volume entier du système. 
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rifitéricur du corps (i), 

= — ^ cos(N',,x)-(- Vî/, cos(N',,/)4- C08(N',,i)] 

Les limites des intégratioDS étendiK s l'tine au corps (i) tout eatier, 
l'autre à la surfac» qui le limite, ne dépendent pas de ic,,^,, s„ en sorte 

que Ton aura 

âJ/J C*" k k ^'^ 5^ ) '^y^ 

une iatêgnitiori par parties donuc 
J ^ 5^) <'"'•] 

En iransformant dVne manière analogue tous les termes qui figurent au 
second membre de régalité (a on trouve 
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(Tosl c«^lle expression de ,5 que nous allons tout d'abord lransform<'r. 

Four fixer les idées et ne point compliquer les formules, nous supposerons 
que le systiMiic renferme siiupleitienl un atmanl permanent que nous dési- 
gnoruns par rindice (■) et un corps magnétique dénac de forée coercitivc 
que nous désigoerons par rindtoc (a), L*égalilé (a) pourra alors s^ccrirc 
plus expUcUeroent 




; fi ■>'- ■>'-\ 

Une intégration par parties nous donne, en désignant par a, la sur&cc 
du corps (1) et par N, la normale en un point de la surface dirigée vers 
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rintérieur do corps (i), 

fjj (.^ ^ + ^v. + 1\ dx\ dy, d=\ 
= -§[A', cot(N;,*)+*', <ms(N;,j»)+S', eoi(N;, »)) i «fa', 

Les limites des ir)U'><îr;itinns f^tfiielucs riinc au corps (i) lorit pntifr, 
l'autre à la surface qui le limite, ne dépendent pas de x,,/,, en sorte 
que Ton aura 

^JfJ C'''' ^ ^ 4) 

=—^1 ^ [•'•i cos(N',, x) K!.', cos(N',, 7) + e; cos(N',, 5)] ~ ,h\ 

ei une intégration par parUes donne 

= j^^[^V, cos(N',,x)4- v'V, cos(N;, cosCN',, cos(N„.r) ^ (/a, t/s, 

En transformant d'une manière analogue tow les termes qui figurent au 
second membre de l'égalité (a 6m), on trouve 
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(3) .y = J| §§mcoi(N,.*)+*,CM(N„j')H-e,cM{N,.a)l 

[X, cos(N',, i«.',cos(X',,.r)+ S',cos(N',, ;)] 

[ A t COB ( Nt, *) -t- iflkt COB(Nt, y) 4- 6] COS(N„ s )] ^ «fffi 

+ SS *»<»«(Nt, r)-^ ©1 «>«(i«i» «)1 

Celle cxprusiiion Je J met tout d^abord en évidence un Uiéorèiue bien 
connu de la théorie du magnétisme. Cette expression montre en effet que^ 
est le potentiel d'une distribution électrique ainsi obtenue : 

En tout point intérieur à l'un des corps magnétiques du système, on donne 
à la densité électrique la valeur 

t étant la constante analogue à h qui figure dans Texpiression des actions 

él<'ctri<jues. 

£n tout point de la surface d'un corps mafnéiique du système, on donne 
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à 1(1 déiMÎté électrique la valeur 

La quantité 5 étant précisciiicnl, nous ravons vu, le potentiel des actionii 
mécaniques que les corps magnétiques du système exercent les uns sur les 
autres, on voit que ces actions sont identiques aux action» qu'exerceraient 
les uns <;nr lr>s aulres les mêmes corps, électrisés de la façon que nous 

venons d'indiquer. 

2. Il est fnt-ile, en outre, de vérifioi- i\w] la fonction potiMitielle de celle 

distribiiti'in rlfrtriquo cofiiritlr avrc l:i fnnclion polçiiticlli- rn;it,'nr'tifjnf 
En cllft, la lonction potentielle luagnctiquc V vériûc en tout point intérieur 
à Tun des corps niagnétiquos la relation 

en tout point du milieu non magnétique, elle vérifie Têquation de Laplacc 

(5) A<>=o. 

Si Ton désij,aie par iN, la normale vers rextérieur en uti point de l une 
des surfaces et a,, elle vérifie en tout point de ces ^urfac<>s la relation 

(6) jjij- -h = — 4s[ti>co8(N^, jr) ^ iibcos(N4t/)+ S cos(Ni, •>]• 

Enfin, à l'infini, la fonction et le produit de la fonction <ç> par la dis- 
tance du point auquel elle se rapporte à un point quelconque situé à dis- 
tance finie sont «'f^aux à o. 

(^r ces ronrlition'J «ont aussi celles ati\«juf||es rloii •.-.itisfiiif • la foin tioti 
potentielle delà distribution électrique lictivc; et, comme ou sait qu'elles 
ne déterminent qu*une seule fonction <c>, il en résulte que les deux fonctions 
potentielles coïncident. 

D*après cela, nous aurons 

•+■ S <»*(Ni, *)+!«., cos{Ni,/) + ©, c«(N„ s)] j de, 
+ S ««'{W»» ■») cos (N„ } ) + S, cos(N't, «)] J: drt- 
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Dès lors, il est usé de voir, en vertu des égalités (4)» (6) et (7), que 
rexpresÂon (3) de 7 p«ttt s'écrire 

Or le théorème de Green nous donne 

/''*'*-S'S*.=-/[(sy-(g)'*(ë')>- 

Eotouruiis le sjslèine d'une spliùrc de ra^on extrêmement grand ayaul 
pour centre un point fixe quelconque du système; désignons par Tindice (o) 
Tespace intérieur à celte sphère et extérieur aux corps (1) et (2). SoildS 
un élément de suriace de cette q>hère. Comme dans tout l'espace (o) noas 
avons 

le théorème de Greeu uuut» duunera 

Mais, de ce que la fonction <ç tend vers o lorsque le rayon de la sphère 

augmente indéfiniment, de ce que, en outre, le produit de par le carré 

du rayon de la sphère ne devient pas infini, il résulte que Fou peut prendre 
le rayon de la sphère aises grand pour que Tintégrale 

soit plus petite que toute quantité donnée d'avance; on peut donc écrire 

rintégrale triple s'étendant i tout l'espace extérieur aux corps ( 1 ) e 1 ( i ) . 
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De» équalions (8^, ( tj) el (y Ins), on déduil rexjjiession suivante do .T 

l'ititpijralp s'f'tcnHnnt !\ tout rcspaci". 

En repoiiaiu celle expression de J dans ré(iualion (i) et cii remarquant 
que ) est égal à o en tout milieu non magnétique, on peut écrire 

*=„„-™,^/|^[(g)V(-)V(*)'J**<*..^..,j*. 

C'est Texpression de 3 que nous voulions obtenir. Elle est exacte, quelle 
que soit la distribution magnétique sur le système. 

3. Cette expression peut s'écrire encore de la manière suivante 
(iiNf) rf = E(U— T8)-»-yrfcait,«,^, ...)rfv, 

*/lr.[(^)'*(0yH:^)>"--^-'i*-' 

les intégrales qui portent sur dx^ dy„ dz^ sont étendues à tout le milieu non 
magnétique; les intégrales qui portent sur da?, dy^ dz^ sont étendues à tout 

Tespace occupé par les aimants permanents; enfin les intégra le.<i qui portent 
sur dx.j dy^ dz^ sont étendues à tout Tcspace occupé par les substance:» d(> 
nuées de force coercilive. 

Parmi toutes les distributions que peut affecter la magnétisme sur ces 
dernières substances, en existe-t-il une qui donne è la quantité précédente 
une valeur minima? 

Les tenues de la première ligne de re\[)r< s>i(in (îe î donnée par Toga- 
lilé (i I bis) conservent une valeur indépendante de la distribution qu'afl'ecte 
le magnétisme sur les corps dénués de force coercilive. .Nous n avons donc 
point à en tenir compte. 

Quelle que soit la distribution du magnétisme sur les substances dénuées 
de force coercitive, les termes de la seconde ligne forment un ensemble tou- 
jours positif. 

II. - Fac de T, L.G 



L./|3 f. DCHEN. 

Cherchons dam queUes conditions le terniG qai forme la troinèmc ligne 
demeurera posiUr, quelle que soil la distribulion du magnélisme sur les 

cor[)s |)iirtailciii(<iil tloux. 
Di- rcgalilc(i^ du Chapitre 11 qui défînil F(;nL, a,^, ...), nous dédui- 

mm 

.T<.m, .)= F(3it,(,.ii,...) 

Par coiiséqiK'iit, la (paanlilc J(arc, a, f>, . . .) esl toujours positive pour les 
cor|ii> luuguéliqucs cl toujours négative pour les corps diuinagnétiqucs. 

Cette circonstance ne nous permet pas de prévoir, pour les corps diama^ 
gnétiqueSf le signe des termes de la troisième ligne de Tégalîté (i i bit). 
Mais, p<j(n li s cnrps iiiagnêtiques, nous pouvons affirmer que ces termes 
sont loujums positifs. 

Par coiibcqucitli pour le cas où toutes les sulibl.incLi, dciiut.es de force 
coercitive que renferme le système sont des corps magné ticjuosj Tégalité 
(i [ bis) revient à la suivante 

C étant inif <piautilé iiKlcpciulaiilc de la distribution que lo iiiagnélismc 
affecte sur les corps dénués de force coercitive et P une quantité qui de- 
meure positive, quelle que soit cette distribution; d« plu», pour que la 
quantité P soit infinie, il est néttSsairc et suffisant, dans le cas où le sys- 
tème ne renfornio (pic des corps magnétiques, que Tune au moins des trois 

quantités ^> ^ soit infinie en tous les points d^un espace fini. 

De ce que nous venons de démontrer) pouvons-nous conclure qu'il exist<- 
au moins une distrihulion inagnéliipn' correspondani à liin v;ili tit de .t plus 
(>elitc que lonles li-s autres, et |>i»r conséquent à un étal magnétique slidilc? 
En le {aisjint, nous ne ferions que suivre la voie tracée par Sir W. Thomson 
pour la démonstration du principe dit de Dirichlet. Mais M. WeierslraM a 
sipiiilé le défaut de rigueur que présente cette déduction; car, de ce que 
les variations d"iin<^ i[ir>ntit(' -oui liinili'os inférienrenieiit, il ne résulte pas 
(pie celte (piaiilite pivsenle un niiniiiium. C'est donc «nns une réserve seni- 
Malde à celle qui pèse sur le principe de Dirichlet ipic nous énoncerons la 
proposition suivante : 

Des corps ina^iiciKjw s quelconques clanl soumis à l'acUon d'aimanls 
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quciconqurs, on prtif tmnvrr .tnr r'^rt rorpx unr fh's// Hx/fion ma^iirtiqur 
au moins qui salis/ait aux lois de l'aimanlation par injlucucc cl qui 
demeure ttabta et j'ai» mainttènt imarkMee le» poettion» la forme et 
l'êiat des divers corps du système. 

§ II. — Il a'dxiste, pour les corps magnétiques, qu'uue seule solution 
«a pcoUème de l'ainaatatioi» par iaflueno». — EU* oom^tond A une ai- 
muitattoa itable. 

4. Les éijualions du problrni»; de l'aimnntnlion par inlhicace expriment 
simplement l'égalilè à o de la variation première subie par la quantité S 
lorsqu'on chaque point des substances dénuées de force coercttive que ren- 

feiiiic le système on fait varier les coinposanles ii!., G de raini.uitiUion 
de (piaiililés arbifrairrs ex, ^h!,, ^îr. ( j'Ili' .'^alili' o df lit variation T 
peut-cUe avoir lieu pour plusieurs distriljutions inagnélii|ues distinctes? 
Lorsqu'elle a lieu, la fonction ê est-elle minimum, de telle faron ijue la dis- 
tribution magnétique soit stable? Telles sont les questions que nous allons 
maintenant examiner. 

I^u eolulion de ces questions découle de l'étude de la variation seconde 
de S. 

Supposons que les composantes «l., «IS>, C de raiinaniation au point 
(a?, z) de Tune des masses dénuées de force coercttive du système varient 
de $«1», Ss, et posons 

ôZ — col, 

a, h, c étant en },'ënéral des quantités finies, et 6/ une quantité iniiniuienl 
petite cl positive indépendante de s, y, z. 

Conservons, pour simplifier, l'hypothèse adoptée au paragra]>lie |M < eé- 
dent, hypothèse dans laquelle le système renferme seulement nu aimant 
permanent désigné par l'indice (i) et un corps parfaitement doux désigne 
par lindicc (2). Prenons pour 9 l'expression 

(i) j = E(U — T9)-j-îr+ ^.^(mi,«,p, ..Orff. 

et remplaçons-y 7 par sa valeur (2 ùis). Il est aisé alors de voir que nous 



L.44 



(luis, jiur une iiouvullf vurialion, 



=/'[ 



3.111 



,)1 



Gonsidcron» la quanlilc qui figure au second membre en fncteur cIl* St'\ 
tcUv quuiUUé » une întcrpréUttton quinou- | i ni> m i ii suite de hi trnns- 

tiiMiK' mil' iliiiliiiii tu;i|^'in''tii jUi- d lli' (|ur l ,i;iii.inl;itinii eu th,i.|iii |ii>iril 

«lil pjui t>iiin>u.suiilf» li,, bf, Cj. La i^uaiiUti: tjuc uuu^ (■oi)'4i(Icrim> » i.« i.- 





DE l'aimantation PAR MrLOCSCB. L.^S 

])(iteiili«-l 5 (liî ct'llc (lislribulion. Dès lors, nous pourrons fain- sulnr à crilc 
quanlilc h mf'nic transformatinn qu'au ^ ! du prcscnl Chapitre nous avons 
fait iiubir un polonliel d'une (lislril)Ulion MUigni'-litjue qut^lcoiique. 

Soit p la fonction potentielle de la distribution que nous considérons ici; 
V est donné par TégaUté 



(•3) 



Désignons par Tindice (ij loul l'espace non occupé par des coi ps parfai- 
tement doux. Le coeffictent de au second membre de régaliio (ta) va 
devenir 

cl l égaille (12) cllc-intimc deviendra 

NcH» alliHM fûre subir à cette égalité une demî^ formation. 
L'égalité (1) du Chapitre (II) nous donne 



<tf,(3ll, eiyfi, ...) 
àauL 

Nous en déduisons 

_ J I 31t <jF.(.>ll. a, ^ ( . 



Mais réplité 

(16) JR.*^A*'^tW'^-&* 
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nous donne, en premier lieu, 

(«7) = jjj; ^ 

et, en second iieu, 

vil «IfC 

OU, eu |JOSUllt 

a:)ll. = iFtdl 
el en tenant compte de l'égalité (17), 

«•.'H =5 ; 

«ML 

L'égalité (i5) devient donc 

*| 350 -^'^ \ \v,f^,u^ s. . .) - TKâ^.âTlT^.TTr'" • 

L'égalité (i 4) devient alors, en tenant compte de celte égalité (18), 

I A- ^i^fno (le celle c|uaiitilc est impossible ù préciser pour les corps diiima- 
i;néti(|ues; pour les corps magnétique, F, (oit, a, ...) est positif; en 

général, celte qunniilé décroit lorsque 3tl augmente; on est alors assuré 
•pie est tonjnin s positif. Pour le for doux, Fj(;"»rL, a, p, .. .) croit pour 
les liiihles Yiil<'urs de OU.; mais les accroisscmfnl*? de cette quantité sont 
faibles, et comme JR. a en même ifiups de petites valeurs, laquaulité 



F,( 'l<., «, ^, . ■) , 
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a, dans ces conditions, une valeur absolue beaucoup plus faible que 

»',(Ml.«»p, ...)' 

en sorte que 0*^ csl encore posilif. 

On peut donc dire ({ue, pour tout ht corps magnctiijucs connuttj ^.i 
est toujours positif. 

De ce résultai, il est aisé de déduire en toute rigueur cette autre propo- 
sition : 

Pour des corps magnéliqups placés sous l'action d'ainianfs jh-rnia- 
ncnts donnés, il existe nu pit/x une di'^lrihtition fc!l>' que la variation 
première du poleiUiel thermodynamique interne soit identiquement 
nulict et cette distribution est stable. 



fi m. ~ Sxiat»4*il, pour lea <Mwpa dlaBagnéiiqttaa, plu« d*niM solution 

au problème do l'iniinoaeo? 

5. La dénionstrati«-'u j i t cédente ne permet pas de prévoir, pour les corpi» 
diamagnéllqnes, sUl exbte une ou plusieurs distributions résolvant le pro- 
blème de raimnnlation par influeiio>' pnur un corps de forme et de position 

dotintVs soumis à l'action d'aimaiiis (liiiin*''s. 

Il »t.nit au contraire possible de démontrer qu'il cxislo [mur un corps 
diama^'néiique UR seul état d*é<|uilibre stable en prenant pour point de dé- 
part la théorie de Poisson. 

Si Ton adopli! en clfct la théorie de Poisson, si Ton désigne par I9 
fonction potenliello m;itrTn'ti([n(' tin corps soumis 't raiiiianlalion, et par v 
la fonction poteiuielle des ainianls permanents, la fonction ^ esl »uuniit>i* 
aux condition» suivantes : 

La fonction i)P est finie, continue et uniforme dans tout Tcspace; elle est 
ét;alc à n A rinfinî; ses dérivées partielles sont finies, continues et uni- 
formes dans loul l'espace, sauf sur la «iirfacc 1 qui limite le eorps •^oiiinisà 
l'aimanlation; elles sont é<ridc$ù 0 à lïnûuii à la Iraverscc de la surface £, 
elles vérifient la condition 

dans tout Tci^pace, sauf sur la surface £; les dérivées partielles du second 



L.4B p. »VBEM. 

ordre de la fonction exislent et vérifient Téqualion 

Pciii-il ■■\isiiT iliMiN fiiiu'iiiiiis (I!>iin< tes u!> cl aMujcttics i CCS condi' 
lifiiis? S'il fil l'visif ilt'iix, soit 9 l«'uf (lilToroncc. 
Uhiih liiiil l'i>Hpace c, uxloneur à la surface 1, on a 

AiB> o, Ai|^'= o 



|tar coii.st;<|ueiil, 
On II donc 

l)'iiill<-urs, a i itiliiii, on u 



d'où 



LVjrfiUio < 2i) dovieul donc, m verlM du th(W>r^nlo do (ircon. 
Dam loul Tospacc i, inU^rîeur è ta Kurfaco on a 



cl, par conBé«]uenl, 



ce f|uif on verlu du Uiéor^nie de Greeii, devient 



1 



nr. I. AIMAXTATION l'Ali INFLIKNCK. L<«49 

Les deux fonctions tB> cl vérifiant la condition (20), on a 

Multiplions les deux tneiiibros do IV-galilé (23) par (i \-fiV ), cl 
îijoHlons membre à membre le résiiît-if oblcnu nvuc i'égidilti (aa), eu Icnanl 
compte do l'égalilé (a/j). Nous trouvons 

.(.H.4=.F,|[^S;.(9)VCl)>..=o. 

Pour les corps magnéiitiuc!<, F est positif; pour les corps diamagnctiques, 

F est nëgaiif, mai? toujours inférieur en "valeur absolue à La quantité 

(1 -+-4"AF) csl doue toujours positive pour tous les corps connus. L'oga- 
lilé précédcnle ne peut donc «voir lieu que si Ton a dans tout Tcspaco 

de de de 

djr ' d/ ' d5 

et comme 6 est continu dans tout Tcspacc et nul à rinftni, ces cguliiès 
montrent que 9 doit être égal à o dans tout Fespacc. Donc, dans la tliéoric 
de Poisson» il n'existe qu'un seul état d'équilibre magu/tiqne, aussi bien 
pour l''s ci^vp< tn,Tjfnf''(iqnf« que pour les corps diamai;iii''lîi < ( '). 

Voici maiftleuaril un raisonnement général «pii, sans pnniver riffoureu- 
hcment rexislcnce do plusieurs étals d'équilibre magnétique pour un corps 
diaroagiiéiitpic, rend au moins très vraisemblable cette existence. 

Considérons un systime renrermani un corps dénué de force coercitive, 
cjue nous <Ii'>ignerons par l'indice (a), et des aimants permanents que nous 
désignerons par l'indice ( t). 

lin désignant par C, In lonctioii potentielle dea aimants en un j)uinl de 
ces aimants, par o, la fonction potentielle des aimants (1) en un point du 
corps par la fonction potentielle du corps (2) en un point de ce 



(' I D.ins une Noie Sur l'aimanlation des eorpt diamagnétiqtUt{C<nni'tcs n-ndu» de» 
téanect de l'Meadémie de» Sciences, t. CVl. p. ;S6; i% mars iSM), j'avais indiiiui- pir er- 
reur que la proposition qui vi«Bl d'être imoMén ne peut ùtn démootr^ pour ic<' < i» ilia- 
aangitiHiiiuct. 

II. — Fac. de T. L.J 
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corps, lu polcoUul tlicrmod^ iiamiquc iuterue de ce corps peul s'écrire 

Celle expression csl gcncralc. IClIc est exacle, en parlicalier, si la distri- 
bution magnétique sur le corps (a) est une distribution d*6quilibre. 

Considérons nne corliiine dislributioti (l'é<{(iilibrc correspondant à une 

retiiiiue [losilinn ihi corps diainugnélique et des aiiiiants; |)uis, supposons 
le corps élanl placé d;in- I:i iiii-Mnc position, on donne à toutes les par- 
licules de ce corps la même airuanlaliou, sauf ù lu particule dxidy^dz^= d^r^ 
que Ton su|)poscra non aimantée, ^aura alors une nouvelle valeur f et 
l'on aura 

les quantités qui figurent au second membre ayant toutes la valeur qu'elles 
ont dans Fétat d'équilibre considéré. Or, dans cet état d'équilibre, on a 

On en déduit 

»»• y- H *» i-: H- *» î 

QXt Oyt àzt 

On a donc 
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t>t l'aimantation par influence. L«5t 
Mais OD sait que l'on a 



et 

#,(o) = o. 

On a donc 

FÛT,"*]"'-- 

OU bien» en déaignani p<-tr a une valeur comprise entre o et jnt/,, 

Gonsiidèrons maintenant des corps dîamagnétiqucs «eulement, pour les- 
quels la fonction F est constamment négative, et Bupposons que la fonction F 

soil assiijelli(; à Tune «les conditîon«5 ^uivnntcs : 

1° Oti l)i' ii la fonction magnétisante est indépendante de l'inlensilê 
d'aimuntulion; 

2* On bien sa valeur absolue décroît lorsque Hutensitc d'aimantation 
croit; 

On birn sa valeur absolue croit rivrr l'!nton!>ilé d'.Hiii.tnlatioii, mais 
assez faibl«-nicnt pour qu'une de ses valeurs oc soil jamais double d'une 
autre de se» valeurs. 

Ces restrictions sont certainement vérifiées par tous les corps diamagnc- 
tiques connus dans tes limites où Ton a pu les étudier jusqu^ici. 

Moyennant ces restrictions, 



est certainement négatif. 

On voit, d'après cela, que, si, pour un quelconque des corps diama^é- 
tiques vérifiant les restrictions préc«>dentos, on considère une distribution 

magnétique »r( <iiiililtre correspondant à ini niiiiiiiuiin <la |ii iiriitid lliernio- 
dynamiqne, on [)etil toujours trouver une distribution pour laquell»- |»'> 
tcnticl ihcrniodynamique a une valeur moindre que dans l'état d'équilibre 
considéré. 

Dès lors, s'il existe sur le corps diamapnétique un clat d'équilibre magné- 
tiijue, c'esl-à-dire un minimum du potentiel tliermod\ iKimique, ou bien le 
potfinliei tbcrmodjnamique présentera une iniinité d'autre» minima, ou 



I..»2 V. imir.M. 

l)i<Ti il existera un iioiiihri' iiiii ou iritiiii <le séries illiiiiilées el roiuimies de 
disU jlmliDiis luayuélicjueîi, telles que le long de chacune d'elles le poteulici 
llicrniodyn:inii(iuc d<Scroisse sans cosse. 

Une Bcric semblable à relie (|ue nous venons de coiisitli-i er représenterait 
line translonuation possiMe du corps dianuiynéliijue. Si donc une circon- 
stance (|ijelron(pie amenait la ^î '^trilinf ii»n snr ce cor|)S à se confondre avec 
l'un des Urines do telle série, il pourrait se faire qu'à partir de ce moment, 
bien que le corps demcurAt invariable de position en présence d*ainiants 
invariables, son aimantation se mil A varier indéfiniment san» jamais par- 
venir h nn état pcrnianenl. 

Comme nous a\(>ns \u dircfletiienl que, pour mi ç<>f[>s di imaj^nétique 
dont le cucfiicieul d'aimaiiialion est cuuslaiil, il ne lient exislei' plusieurs 
états d'cciuilibrc magnéii«]ue, la démonstration que nous avoius «Kposéc 
conduit il penser qu'un sembbbic corps présenterait le singulier phéno- 
mène que nous venons dr- décrire, l'our un corps diamaguctique dont le 
coeflicicnl d'aimantation est \ariaMe, il poininil [présenter suit ! • fihéno- 
inène que nous > enons de décrire, soit plusieurs étals d équiliLi e, soit à la 
fois l'une cl Tauti (■ p-u ticularilé. 

Ces conséquences quelque peu paradoxales paraissent avoir déjà reçu un 
commencement de vérification expcrinicntale. Il en résnlii iaii < n effet 
«pruii corps; (liiima^rnéliijne. jtlacé dans une positi ii <!éleriiiinéi' dans nn 
champ magnétique déterminé, |Mi!irrail présenter nn inomeiil maf^né- 
li»jue variable avec lu série de tianslunuatious qui a servi à ramener dans 
ce champ. G^est ce que semblent montrer de récentes i;\p<' i'icnocs de M. P. 
Joubîn ('). 

« .l'avais essayé, il y a ipielqiie temps, dit M. P. .louhiii, d'utiliser l'ai- 
maïUalion des corps diaiiiagnétiqnes prjnr mesurer l'intensité d'un champ 
luagnétiqu»:, ce qui donnerait une méthode très rapide; mais, dès les pre- 
miers pas, une difficulté singulière s*étaît présentée, qui m'avail empêché 
de continuer. >» 

Celle difficnllé ré>ultait th- robservalimi suivante. 

l u petit Jinrreau de bismuth, muni d'un léyer miroir, était suspendu 
par un hililaire entre les deux pôles d un électro-aimanl. Sous l'iullueuce 



(' t P. JoCBiN. Sur /■/ iiu'iiirc lUn i'liiini[/s mri^-ntti-jins jiiir It s i-<,r/>i i/inmaffitéligues 
{Comptes rendu» tlet ftanct-^ de l'Académie dtt Seieneet, t. CVl, p. -ii; is mars iSBS). 
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des forces nia{picli({uc8 et du couple do la $us{)en»ion, il prcnail une nou- 
velle pontion d'équilibre, tràs peu différenie de ta premièrCf d'où Ton 
comptait déduire la valeur du champ. Mais il fut immédiatement évident 
que, pour le but proposé, la méthode ne valait rien. 

En clTet, pour un tnênie roiiranl, c'esl-à-ditc pr»tn' un tm'im- rhimip, la 
position du barreau dé|)cndail de la suite des nioditicalions nia^iiéti(]ue> 
qu'on lui avait fait subir. Si Ton trace une courbe un prenant comme ab- 
scisse rintensité du courant et comme ordonnées les déviations, le point 
fii,air.'ilif se déplace sur une lij;nc (lioili' quand on fait croîire les inlcnsilés 
de o à '|o ;iiu[ir i i>- : mais si, à partir di' ce moment, on diminue urailu<'ll( - 
ment le comaul, !<■ point si- déplace sur um" autre dn)ile très im liuce par 
rapport à la préci'diMUe, de telle sorte que, lorsqu'on revient à i "> ampères, 
la déviation est presque double de celle qui correspondait primitivement 
au même courant. 

Si l'on ouvre ensuite le circuit, cl si l'on recommence l'expérience, on 
retrouve la série des déviations représentées par la première droit.', ci* qui 
exclut l'idée do cbercber Tcxplicaliou du phénomène observé ilans une 
aimantation permanente du barreau de bismuth ('). 

Le même fait s'est produit avec un simple miroir de verre rcctanguhiire, 
qui s'ainianlc comme le Insmuth, mais plus faiblement. L'augmentation du 
nioin''nl iu.i;,''u<''ti<jiie pour un nu'tnc courant atti-i^'^nnit l'ucori'. dans ee eas. 
le quinzième de sa valeur, clianjjemenl bien considérable pour pouvoir être 
attribué à une variation dans la grandeur du champ. 

M. P. Joubin, qui avait fait ces expériences sans connaître la théorie que 
nous venons d'exposer, petise (pi'ellcs peuvent servir A confirmer les consé- 
qufiices parailiixali's di* cette théorie. 

t^« tl<' qurslion est assurément encore fort obscure, tant au point di' vue 
théorique qu'au point de vue expérimental. M. Joubin doit reprendre ses 
recherches sur ce sujet. Les résultats auxquels il parviendra contribueront 
certainement à éclaircir quelque peu ce problème. 



(1) <:•■ <lr i iil>'r il. t»il n<- se trouve point dm* In lC«t« pvblite par M. P. Joubtn. Je le 
tiens de M. 1', Joubin lui-miSme. 



CHAPITRE IV. 

ÉQUILIBRE ET MOUVBMEM \n \K MASSE MACNÉTIQUB EN PRÉSENCE 

DAIMANTS. 



$ I. — Équitiona d'èqnlUbra d'an» mim magnétique 
•n préimoe d'aimanlk 

1. Nous avons cxaniinu les lois qui |)rtisi(lent ù la di^tribulion sUible du 
magnétisme sur nne masse magnétique ou diamagnétique mise en présence 
iraiinaiits pl i iiiiinMits et maintenue invariable de formOf de position et 
d'/'lal pliysiqiie et (:liimif[no. l'nr nnnvol!.' ([tu stion s'impose maintenant : 
nne maî'se mapnctiquc iiivai ialilc de forme. il<' position el d'étnl physique 
élanl plac«-e en présence d'aiuiants pernianents, dans quelles circonstances 
sera-t-eHc en équilibre? Cet équilibre sera-t*il stable? Lorsque les condî» 
lions d'équilibre ne sont pas remplies, comment se déplaoeift-t-elle? 

Nous supposerons, pour trouver les conditions d'équilibre d'une sem- 
hlahlf masse, rpiV-lle soîl soumise à des actionf? extérieures <|ue|e<>tnj!ies, ol 
nous désignerons par X, Y, Z les composantes de lu force extérieure qui a 
son point d'application en z. 

Les conditions d'équilibre seront aisées à trouver. Pour exprimer qu'un 
état du système est un état d'équilibre, n0U9 ferons subir à ce système une 
modifîcatiun vii luelle quelconque, f f . dé^i'^nant par cf la variation «iihic par 
le potentiel tliormodynamique interne cl par ce le travail des forces exté- 
rieures, nous écrirons, conformément aux principes posés dans le Cha- 
pitre I, 

(r) 3^ = d6. 

Les paramétres indépendants dont la variation eonatitne la modification 
virtuelle que nous avons i considérer sont les compoainles Ss de 

la translation imprimée à la masse magnétique; les composantes sX, «u., 
de |;i rotalirjn imposée à la iii'rne mn«se; enfin Ic^ variations ^a,)»» Snk, 
«pie subissent en chaque point les composantes de raimunlalion. 
D'après ["égalité (19) du Chapitre I, nous avons 

(9) ,f-E(U-TS)-h^M. f ^(311. «,J5, ...)di>; 
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d'où, puisque E(lj — TS) demeure iavaiiable dans la modiûcalioa cuiisi- 

dërco, 

(3) ài=à.J -T-J àJ(OK,x,^, ...)tlv. 

D*après Tégalité (i4) du Chapitre 1, nous avons 

rhuograiion s'cicndantà tout le système. 

(a'Wi- cgalilc peut se metire sous une forme plus oxplicilr. Dôsi-^iioiis lus 
aiiiiMiit-- [ictrnanoîils [kh riiidicc (x) et !os masses flcnuccs de force roci- 
citivc par 1 indice {2); par la luiicliui» potcnlitlic «les masses distribuées 
sur les aimants permanents en un point ( x-, , ^, , ) de ces aimants; parie», 
la fonction potentielle des masses distribuées sur les corps dénués de force 
coercilivcen un point (x-^,^„ s^) de ces corps; par la fonction poten- 
tielle des masses dislrihii'Vs sur les itintiuits permanents en mm poinl 
(jjj^'j, 5j) des corps dénués de imvc coeicitivc. i\ous pourrons aloi"s écrire 

Cela posé, il est aisé de voir que régalilé (3) deviendra 



p. Dcim. 

-h y vjjQ ^ — : (vU -i- 0u!> o£ ) a»», 

égalité dans Ia(|n«Ue toutes les mlègrations se rapportent aa corps dénué 

de force Cofi-cilive. 
Le travail des forces extérieures a pour valeur 

(5) iÇ=»j:£\+fy2Y'i-ia2Z 

^ «l 2( Ya - Z/)- iftias _ Xs) - av S( V - Y^). 

Sî Ton n,'jM)rle ces «'xprcssions dans IV},';iIilé (i) el si Ton «•cril que celle 
égalité doit avriir lieu quels <|uo soient èx, Sy, ùz; âX, Sjx, ovj ^-.U, cuii, 
Ss, on trouve, en premier lieu, les équations (3) du G^pitre I, qui déter- 
minent la distribution magnétique sur les oonducteurs devenus immobiles, 
et, en second lieu, les six équations suivantes : 



(«>) 
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Cesdcmièrcs équations pourraicnl d'ailleui. S sV lablir din clcmenl en par- 
tant des résultats expérimentaux «nr ]es<ju(>ls, au Clinpitro I, nou« avons 
fondé la détenninati<m du potentiel thermodynamique d'un système qui 
renferme des aimants. 

Ç II. L'état d'équilibre d'une masse magnétique 
en présence d'aimant* permanents est-il un état d'équilibre stable? 

3. Arrivons maintenant à la question principale que nous voulons exa- 
miner dans ce Chapitre; une masse magnétique étant mise en |)ré8enco 
ff'.iiiii.uiN pJTttiancnts, sa position d'équilihn- <>l Iim'c paricsér]uations((>)t 
cette position d'équilibre csl-ellc une position d'equiiibrc niable'? 

Pour discuter cette question, nous .supposerons quele« forces extérieures 
admettent un potentiel W. Dans ce cas, le système admettra un potentiel 
th' i iiHidyiiamicpie total qui sera b sommc du potentiel thermodyna- 
mique interne ^ et du potentiel des forces extérieures W 

Si, pour toutes les modifica lions virtuelles qui laissent invariables la 
forme du corps dénué de force coercitîve et son état physique ou chimique, 

4» subit une variation positive, le système est en étal d'équilibre Stable; la 

variation première de <l> étant identiquement nulle, puisque nous supposons 
réalisées les conditions indiquées au paragraphe précédent, nous sommes 
amenés à chercher si la variation seconde de ^ 

^'♦ = d»# + d*W 

est positive. 

Nons nous contenterons d^examîner le cas oi les forces extérieures se 
réduisent : 

I* A une pression normale et uniforme sur la surface du corps magné- 
tique ; 

2° A une force constante en grandeur et en direction appliquée à chacun 
des âémenis du corps magnétique. 

Cesl sensiblement le cas présenté par un corps magnétique placé dans 
l'air et soumis à.raction de U pesanteur. 

De |>lus, nous commencerons par rcchi-rcInM si est [Kisiiif non jias 
pour loute modificalioit virtuelle, mais sculemcul pour toutv Iranslaiion 
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virtueik. Dans ces oondiUonSf il n'est pas difficile de voir que 



cl que la question ne ramène à chercher le signe de j. 

Gitie quantité a alors une expression Irès simple; elle se présente comme 
une forme homogène et du second ordre de Sx, S/f Sz et cette forme est In 
suivante : 

Avant d'étudier le signe de cette quantité, demandons-nous si elle peut 

ôln? ideiUiqiiemcnt nulle. 

L «'galilt' à o de tous les coefficients rt»tle forme a tin ?ens très simple. 

Imaginons la masse magnétique que nous considérons placée dans sa 
position d'équilibre; elle y prend une certaine aimantation; les aimants 
pet manents en présence desquels elle se trouve exercent sur die certaines 
actions réduetihies à une force et à un couple; soient X, .7, 'i: les compo- 
santes de la force et R cette force. Les choses étant «lans cet étal, imagi- 
nons que nous fixions invariablement raimantation de la mns^f tnapnélique 
el que nous imprimions à cette masse une translation ayant pour conqio- 
sante Sx, 0/, i:, x, subiront certaines variations 

o-T —^ix + n' 0} -+- r/ il. 
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Or il est aisé de voir que Ton a 

u'=î:', 
c=r, 

cl que l'égaliié (7 ) peul s'écrire 

Si donc la quantité S*,'^ l'st identiqucmenl null<\ r'i si que la force R ne 
varie ni <»n trraTHlour îh f^ii (lin-cliuii dans rrltr- tt-anslalion. 

11 peut arriver que ce cas se réalise ; il serait réalise, par exemple, si le 
champ engendré par les aimanta |ienMnento et dam lequel le trouve h 
masse magnétique était un champ magnétique uniforme. Toutefois le cas 
dont il s'agit csi certainement très particulier. 

r!\(liions maitilenanl ce cas Ho nos reclicrclies, i»{ supposons qno la 
quanlilé 0- j tli'lenuiaèe par l'égalité (7^ oe soit pas iflentiqueinenl nulle 
Peut-il arriver qu'elle demeure toujours positive, quels que soient 
Sy, Il serait évidemment nécessaire, pour qu^it en fAt ainsi, que les 
trois cocfTicienis de fy*, az^ fussent tous bs trois positifs. Or la somme 
de ces trois coefficients peut a^écrire 

rintégration s'étendant au volume entier de la masse dénuée de force cocr- 

cilive. 

Mais, en chaque point de cette masse, on a 

puisque u, est, en un point de cette masse, la fonction potentielle d'une 
aimantation qui lui est extérieure. On a donc aussi en tous ces points 

La siomnie des coefficients de èy', 0:* étant identiquement nulle 
dans Texpression de il existe certainement des translations virtuelles 
pour lesquelles S*^ est négatif. 



L.Gu p. Di'ii£)i. 

Dès lors nous pouvons énoncer la proposition suivante : 

Si l*oii l'j-fi'ptt' un certain cas pardci/lifr qui comprend, comme cas 
rn>'tir/' ffi/s' particulier, cf/ni où les aimants pcrninn''rifs ffi 'jf'ndreraienl 
un champ uni/orme, un corps magnétique ou diamo^netique, soumis à 
l'action d'aimants permanentaj d'une pression extérieure normale et 
uni/orme et de forces extérieures constantes en grandeur et en diree- 
fiou appliquées à ckocun de ses èlémentSf ne peut prendre aucune posi- 
tion d'équilibre qui ne soit instable. 

'A. Vour parvenir à la pro|iosifif)ii pn}c<''<lonl<', nous ;ivnns r<'p^;ir<)<'' K's 
ruUtlions cl Irauiflations iiupo!>c('s uu corps bulidc d'une pari cl les varia- 
tions imposées i l'aimantation d'autre part comme des paramètres que Ton 
pouvait faire varier d'une manière indépendante dans les modiGcations 
virtn<-ll<>.s et nous avons fait varier seulement les premiers. On peut se 
|>I;n i-r 'i iifi atitrf' point \u<' : r»ti pctil ailiiK-ttr»' fpir -^iir la inasstMiinçrné- 
li(|tii- cjin' 1 on considèn' la «lisUihulion nia(;nfti(|ue osl à ciianu»' instant la 
distribution d'équilibre pour la po:>itioa (jue la masse occupe à cet instant. 
Les équations (a) du Chapitre I deviennent alors, pour les modifications 
virtuelles, dos équations de liaison. 

Ce point de vue, (pii revient à rej,'arder la vitesse avec laquelle s'établit 
I éqiiililire niapiélicpif sur un corps qui se déplarc rnrtiTiir iTifitiif jiar rap- 
port à la vitesse de son déplacement, est évideninient plus restrenil <jue le 
pr(>mier. Toutes les modifications virtuelles possibles dans les nouvelles cou- 
dilions le sont dans les anciennes, mais la réciproque n'est pas vraie. Il 
pourrait donc se faire qu^ul état d'équilibre instable au premier point de 
vue ni> le fvU plus au second ( ' ). 

Nous allons donc reprendre rêludc de la slabdité de l'équilibre en sup- 
])osant que l'aimantation la masse magnétique vérifie sans cesse les éga- 
lité» 

(') Cette Hislinction a déjà été iadi^CL-, pour un rorps i;'lcclri»é Uc» pflit, p^r 11 
SQiitl«noro «le théorème d'Earnikaw {Traité d'Électricité et de Magnétisme, iraduii 
p»T Seligminii'Lui, 1. 1, p. iSa). 
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Pour que S*^ soit positif pour tous les di-plat cments \-irtueU de la masse 
magnétique, il est n»'rps'5;iir<' loiit d'ahord qu'il soil positif pour louteB les 
translations. Supposoa» <ioiic i(uc 1 on ail 

â>. =0, iftss o, 9j b o. 

Le corps subissant la translation dont les composantes BonL Sx^ û/, 

pour que les ('(lualions (8 ) Ji hh tirent véiîflécs, i?î., r doivenl varier de 
quantités (]uu nous désignerons par o'„\., o'Q. Ou a alor«, en vertu do 
régalilc(4>, 

I.fs éqiirïtinns H<* réfiniiibre magnétique doîvcnl rtii" vérifié»»-; riaiis la 
position initiale du système. On sait que ces équations ) signitient simple- 
meni que Ton a 

(.0) ['^^ "'^ * ao, 4- ^< j 

i' i is-f(.°>H, a, 3, ... I . , , , , , _ 

quels que soient o^, Sô. 

Ces é<|uations (H) doivent être encore vérifiées après que la masse ina- 
pnélique a subi la translation ix, c>', iz et qn»' ' . ni., r «m\ dfvonus 
»li -f- 0 ift, £-t-ô'2; en d'autres termes, cetle mo<lilication doit 
foire éprouver au premier membre de l'égalité ( i o) une variation égale à o, 
quels que soient Sjb, 

Cherchons Tcxpression de cette variation. 

La quantité 
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varie simplement de 

Pour trouver la variation de 
nom devons nous souvenir de l'expression 

l'iiUogralion s'ét<.-iidanl au volume cnlier du corps magnétique. Il scraalorsi 
iWideiil que la variation do la ({uatitilê {trécédeiilc a pour valeur 

^'"^ êfi^ ''"-'^w '''^''■'^ '""'h' 

toutes les iiilégnuifujssélcndaut au volume entier du corps magnétique. 
Enfin, la quantité 

Rttbît, on le voit aisément, ta variation 
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Ainsi donc, en égalant à o la variation du premier membre de l'égalilc 
(i<>), on trouve 

(«t a' JU + A A + e a' Ë) «^f s o. 

Dans celte égalité, toutes les intégrations sont étendues au corps magné- 
tique tout eulier; les ^ttantités Sa, dik, S& sont arbittaireêj tandis que 

les quantités ù\k,, o d>,, ^'e«oi)/ des foneiÙMS détiermmécs de o.r, oy, '^z. 

Apri's avoir donné au corps magnéliquc uni- Iriinslntioii ûj", S)', qui 
faisait varier U, ifc, C de o' i , §'£ et .f do la quantité donnée par 
l'égalité (9), imprimons uik; seconde fois à ce corps la translation 
^y^ lz\ S'A, S'e vont varier de i''^, etS^ va varier de S'.f. 

Proposons-notts de calculer S'jf, diaprés rexpression (9) de lê. 

La quantité 

. Cf. «i't». . <^'i>, _ d^W . . l 



va subir ia variation 
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't^ quantité 
subil ane variation 

La quantité 
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subit une variation 



LX>5 




linWn la (|niiiititi* 
subit la variation 

Nous avons obtenu ainsi les variations subies par les divers lornu's 
dcû^. En les réunissant dans un ordre convenablement clioisi, nous arrivons 
k la formule suivante : 

Il — fVic rfe r. L.y 



-/es-'*-- Ile ^•-^:'*)* <"» 



(«4) 



(15) 
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Celle égaillé, passablcmenl compliquée en apparence, va pouvoir se 
mettre sous une forme qui nous donnera une interprétation immédiate de 
la quantité S*^» 

ConservonslcurformeauxtcrmeBdesligneâ(i},('2), ( i), ('\). ( ))L>t 
Si l'on ol'ïorvo qvo 4., iil., 2 «loivcnt vcrincr 1rs (''ijualions (8) Cl si^ dans 
CCS équations, on remplace a, ^, .. .) par âa valeur 

dUKi 

ou verra sans peine que les termes qui occupcol les lignes (7), (8) cl (9) 

sévanouissenl. 

L'cgaliic (i 1) doit avoir Keu quels que soient SiiU, Elle aura donc 

lieu, en particulier, si Ton y fait 

Son premier membre devient alors identique à IVnsiMnhle «les termes qui, 
dans légalité (12) occupent h s liptcs (10), (i t), (i 3), (i3), (i4), (i5), 
(16) et (17). L'ensemble de tous ces termes est donc égal à o. 

Quant aux termes qui occupent les lignes ( 1 8 ), ( 1 9) et (20), ils sont iden- 
tiques aux termes qui occupent les lignes (10), (11), (12). Ce que nous 
venons df «lire pt rmel donc de remplacer les termes des lignes (rS), (19) et 
(70) |i;u r. iiscnihle changé de signe des termes des lignes (j3), (i4)» 
(i5), (iG) cl (17). ISious avons alors 

-H »dri: / ( i- 7 , V -t- «'!• , ; -, t -r-V, I 



(0 
(4) 
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- / ■•! '-'''^ ''^^^ a* a a' s (Il) 

J .Hv d.'K l .»lv d.>»t » \ * 

Nous iivoiis dit «[uc celle forme simplifiée de Z*S se prèiaii à une ïotcr- 

j>ri'"t;tti'iii II "'^ •~iin|il<*. 

linairitioiis en piiMiiier lirii que, le corps élanl placé dans sa (tosilioii 
dV-ijuilibre et y avanlpris ruiniunUilion d'éi|uilibrc, ou rende t>on niagnc- 
lîsnic rigide, puis qu^on lut imprime deux fois de suilc une iransblion quel- 
conque cLr, fy^ Zz\ i aura une certaine variation seconde que nous dési- 
gnerons par ?'.f. 

Imatrinoirs, l'W second lien, tjtie, li- n>i"mi" oorps *'"(;int plac*' dnits lii nu'tiK' 
posilion d'éi^uilibii: cl ^ a^ant de même pris ruimunlaliou d cipiild>re, un 
maînlicnnc ce corps immobile cl que Ton (aBse subir â Taimantiition, 
en chaque pmnt, deux fois de suite des varialions précisément égales à «'.i., 

C M'... Z Z: snhira nue variatlnn m i <inde que Dons désignerons par -ij «. 

Or il esl aisé de voir que l'ensendde des termes qui, dans I i'tfalilé- (l i ), 
oceiqu'iil li's ligties (i ), (-i), (3), ( i ), ('»)ol ((i) forment l evpression de 
tandis que l'enseudde des lennes tjui occujteul les lii,'ues (7), (S), (y), 
(10) et (1 1) forment l'expression changée designedc c^-i. On a, par con- 
séquent, 

Los eonséqu<mces de celle éf^alilè si siuqile sonl maintenanl faciles à tirer. 

Supposons que le corps, claut maintenu dans la position d'équilibre con- 
sidéré, se recouvre d*une distribution magnétique qui demeure stable pour 
celte position du corps. Dans ces conditions, si l'on fait subir deux fois de 
suite à raimantalion en chaque point une variation quelconque ix^ dift, 
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or, subira une %ariation seconde positive, il en sera ainsi en parliciilicr 
pour la varialion seconde correspondant au cas où l'on fail 6,.K. = 9\i., 

La quaniilè —S^i sera donc une «pianiiié loiijotirs négative. D'autre 

part, nous savons que la quantité oj.f est, ou hii ti identi<juemenl nulle, ou 
bien positive pour certaines translations et néjîalive pour d'autres. Donc il 
existe assurcmcnt des trauslations pour lesquelles la quantité oj J est néj^a- 
tive, et nous pouvons énoncer le théorème suivant : 

S'il existe une position d'équitibre pour une masse magnétique ou 
dtamagnélique quelconque^ toumùte à t*aetion d*aimanis permanent», 
d'une pretaion normale et uniforme aux divers points de sa sur/ace et 

'l'une force constante en grandeuret en direetion a^^issanl sursfs (fiieis 
èh'tut'tifs, et si de plus l'aimantation de cette niasse dmicure slaldi- lors- 
qn an maintient cette masse dans cette position, l'équilibre de celte niasse 
est un équilibre insteUtle, 

Ainsi, si l'on ix'^jardc l'aimunlalion d'un corps comme liée à chaque 
instant i sa position par les équations de Taîniantation par influence^ il 
n'existe pas de moyen de réaliser, par des aimants, Téquilibre d'un corps 
ma>;iiéii(pii' ou diamagnétiquc soumis à Tacliondela pesanteur et à la pres- 
sion atmosphérique. 

§ III. — Sur une loi de Faraday. 

î. Il n'est peut-être pas inutile d'insister sur ce que le résultat [»récé- 
dent ( " ) présente (\p fiaradoxal. Il pourrait seinblff an pr>Mi)i<^r almrd <pie 
la deuxième maiiH re il envisager la stabUilc do l'équUibre d'un corps placé 
dans an duiiup magnétique, en astreignant tout déplacement virtuel du 
corps à produire une perturbation au sein d'une distribution magnétique 
stable, doit augmenter les chances de stabilité du système. On voit au con- 
lrr»ire i[ue cette circonstance diniinii ' la slaMIii/* du ;=vs|i"'!n<', j»iiisrpr<'lk' 
diminue la variation seconde du polenliel iliennodynainique préciscmenl 
de la quantité qui constituerait cette vai-iatioti seconde si l'un dérangeait 
l'aimantation du corps sans déranger sa pontion. 



(I) Ce rétulUI tviU déji M obtcBM par Maxwell pour ua corps élcetrité infiitiitteitt perii 
(Trtàti d'Êtettriàti M ét Mttgniti$mt, Irad. par Selîgnaaa-Liti, t. I,p. laO- 
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Cette remarque fait comprendre combien il était nécessaire de traiter le 
problème précédent par des raisonnements entièrement rigoureux; il suffit, 
pour sVn convaincre, do conijinrcr rnncliisions pn'ci'ili'iiti s à celles quo 
Sir \V. riiomson a cru pouvoir oiiDiiccr sans tlfiaonslriitioii : 

n Dans le Mémoire que j ai pul)liê dans le Cambrixlge and Dublin 
Mathematieal Journal^ dit Sir W. Thomson ('), jai inditiuc (ju'une 
petite sphère d'une substance ferromagnétique ou diamagnétique placée au 
voîsina^'c d\iiniant.s et soustraite à l'action de toute force non magnétique 
était on équilibre lorsqti'elîr' se trouvait en un point où \^ forrf n^suflantc 
\^(\m je désignais par H ; était Miaximuiii, ou nunimum, ou avait une valeur 
stationnairc ; ic disais de plus que ta condition nécessaire et suffisante pour 
qu'une petite sphère diamagnétique soit en équilibre stable est que la 
force R soit minime en valeur absolue; cnOn, j'ajouinis : « S'il existe un 
" point extérieur aux aimants on la force résultante nit une valmir mnxima, 
» ce point est une position d'équilibre stable pour une splière mliniuieut 
» petite de fer doux, cl toute autre position est nécessairement instable, d 

» Postérieurement & la publication de ce Mémoire, j*ai réussi à prouver 
que la force résultante ne pottvail avoir aucuu maximumabsolu en un point 
evtérieur à l'aimant et que, par con«f-qMont, il n<* ponvait e\isli»r de posi- 
tion d'équilibre stable pour une sphère ferromagnétique infiniment petite 
parfaitement libre de toute liaison. J'ai trouve tout récemment qu'il existait 
des points où la force résultante avait un minimum absolu différent de 
zéro, et, par conséquent, qu'il existait pour une sphère diamagnétique des 
positions d'équilibre stable non comprises dajis le cas où la force s'évanouit, 
cas noté dans lf> Mémoire en question. Ce ras offre l'exemple le plii'. simple 
de ce fait extraordinaire présente par un corps solide qui, repoussé par des 
aimantSf se trouve en équilibre stable. Par exemple, fixons deux barreaux 
aimantés au voisinage l'un de l'autre, leurs pAIes de même nom en regard; 
il y aura évidemment entre ces deux pôles un point où la force résultante 
sera nulle; une petite sphère diamagnétique placée dans une position quel- 
conque suffisamment voisine de ce point serait repoussée. Il apparaît bien 
aisément qu'une sphère infiniment petite d^unc substance diamngnétirpic 



(>) âir W. TaoMSON, Hemark* on th< /oreet txperientxd by indaetUety magnelised 
ferromaffiutie »r diomafnetie n»n-ery$tattitu inbêtanen {Pkilegopkieal Stagtuiae, 
iH î... — Heprint 0/ ftapenon etettmtatiet and ma^natism, 1** édH., p. 5oS; 9* édU., 



soumise à l'action de la pesanteur, sans aucun support ni soutien, serait en 
ëijuilituT st:îl)I(^ nn pou an-dessous de celle posilion, pourvu sculemenl que 
les uiiuants soient assez puissants. 

« Il est toutefois exlrêmemenl improbable qu'on essai pour réaliser celle 
expérience soit couronaé de succès; car, même dans les cas les plus favo' 
rablcs, on n*a jamais obtenu une répulsion diaii^ni^nétique d*un soUde qui 
approrliât en çmîidi'ur du i>ni<ls rlii corjjs. l'ontffni? nous jHinvons consi- 
déi'ci Loiii me obtenue la véritable solution lliéorique du célèbre problème 
suggéré par le cereueil de Mahomet, et ce n'est pas la moins curieuse parmi 
les conséquences des découvertes de Faraday .» 

Il est aisé de voir OÙ se trouvent les points inexacts de la déduction de 
Sir \\ . Ttuini«o!i. 

Il est tacite d abord de vérilier rexaclilude de cette proposition i|u'il a 
énoncée et dont il n'a point publié de démonstration : 

La valeur al'sofue ife fa furre r'haffnnfr H rn un poinf ff'nn rhamp 
magnétique ne peut présenter de maximum, mais elle peut être mini" 
mum. 

Pour démontrer cette pro[)osiiion, il suffit d'en prouver l'exactitude pour 

le carré ilo l-i force résultante. 

Suit \'> la tonction poltiiilieUo magnétique en un point du cbamp. 
Nous avons 

De là nous deduiiious 

àj- \t/x Jjr' i)y Oy ôx ' i)z i)z dxj' 

âv \t).v T)j- i)jf ôy à y' <): JzihJ' 

âs ~ \dj: djeàs dy dyûi és às* J 
Calculons la variation seconde de K\ Nous aurons 
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cjj'alilc dans Ia(|iH'lle 

. A= ,„.[(•-)•, (-L)V(-)-] 

\djc àj^' Ji- d) dx' dj dzd'v*)'' 

/dV' d'V' dV d'y * dV' d'V \ 
' ' Vdx dj^di ' d> dj» dl d: d.» V' 

/dV d'V dV> d'V dV d^\ 
* l^dr dj^dr» dy dvd;' dr 'd=» 

r d'y d»v^ d'V /d'V d'vyi 



- a A» 
a A 



( 



<K' d'V 



dV d'V 



ù<> d'V 



dx dx d,>' dz dy dy* às ds 1): 
d'V d'V 



l'V \ 



a A 



d'V / d'V d'V\1 
dyô:t)yO,r ' dzdx\dz' d.r« 

l^dj- d^'d; d)' dxd/dc àz ôz^OjrJ' 



/*[( ''1^1 d'V /d'V dH'YI 

' L\ dx d; dz dy dx d/ \ d^ ' d^» ^ J 



d'V d« 
\dxd; dj 

,,/»K' d'V «A> d'V d\' d'V \ 

. a/ji I _ -j- — _ - •+- — _______ I. 

\dx dx'd/ d/ d y' d.r dz d.r dy dz / 



Peut-il so faire qu\'n un point du c!iani|> la quantilô soit iiéf^ativc 

pour tous les doplaconionls virluris possibles o.c, cy, oc"? l'our cela, il serait 
nécessaire, en premier lieu, que Ton eûl 



el, par conséquent, 
Or on H 



A < o, B < w, C < o 
A I- B ^C<o. 



A-t-B-i-C- iA 



,\/d'x>y /d'V\' /d»V\« / d'V \' / d'V \' / «>'V X'I 

1(5:^^) -^[dy) -^{d^) -^\d7d7) ^'[dTTz) -^'[dlTy) J 
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Mais, en tout point du champ, on a 
par conséquent, 



l«i quantité A -t- B -(- C se réduit donc à une sonmie de carrés et ne peut 
jamais être négative. Il est donc bien démontré que la valeur absolue de 
lu force ne peut jamais, dans un champ ma},'néti(pie, présenter de maximum. 
I*!lle peut au contraire présenter des minima; Sir W. Thomson en a donné 
un exemple dan.s le passage <pie nous citions tout à l'Iicure. 

5. I^a proposition énoncée par Sir W. Thomson sur la possibilité des 
maxima ou des minima de la valeur absolue de la force en un point trun 
champ magnétique étant démontrée vraie, rex[ilicalion de la contradic- 
tion entre les résultais auxquels il esl parvenu rclativcmenl ù la stabilité de 
l'équilibre d'une masse diamagnéliquc en présence d'aimants pennanenis 
et ceux cpic nous avons obtenus doit être cherchée dans l'examen de la loi 
sur laquelle il fait reposer sou analyse. 

Celle loi, énoncée par Faraday, puis précisée cl démontrée par Sir W . 
Thomson, esl la suivante : 

Ln corps magnf'lifjue très petit placo sans vitesse initiale tiaits an 
champ magnétique se déplace dans un sens tel que la valeur absolue de 
la force du champ soit plus grande au point où il se rend qu'au point 
où il se trouvait; l'inverse a lieu pour un corps diamagnétique. 

Si cette loi était exacte, la proposition de Sir W. Thomson sur la stabi- 
lilé de l'écpiilibre d'une mass4r diamagnéliquc en présence d'aimants per- 
manents en résulterait nécessairement. Comnie nous avons vu directement 
que celle proposition ne pouvait être exacte, la loi de Faraday ne peut 
l'être non plus. ICxaminons donc en quel point pèche la démonstration qui 
en est donnée. 

Pour que le petit coi-ps considéré puisse subir une Iranslation ^x, o;, 
II. — Foc. de T. L. lo 
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«hirnnf Ijifjiifllo U's compo«;)itlPs ()<• rriiniriitlJilinn varicnl tlf i\ , o£, il 
taiil (jiic le polentiel llicnaocl\ naiiiujuc diimnuc duraiU raccoiiiplisscmenl 
de cette modificalton. 

Or la variatîf»! du potentiel tlicrmodynamiqac a pour valeur 

A03 / M', -j — — -H . — -t- -, ) «^«'i 

+ A y [ (t>i + «►.) *.v, + (CH- IIP.) aiib,+ (o,+ ^©,j rf^. 

Mais, lÏHjuilibro niagnôliquc clanl ùlabli sur le corps, on a 

ce qui peut encore s'éenre 
Moyennant ces diverses égalités, rcgaliié précédente devient 
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-i.../F,«.,^[(^-)*(^^)v(ë)']-"^ 

Le corps est jasqu'ici de forme quelconque. Supposons-le iafiniiii'-Mii 
pUi. Soil R lA force au point (ar„ s,) du champ où il se trouve placé. 
Nous aurons 

cl jiar conscquenl 1 egulilé précédenlc deviendra 

oJ = i-^ ^— o r -H - i5v H- — rff, 

-hj ¥(3^)y 5îr 357 3Mîi ^-i-^'"/ 

Sir W. Thomson a admis que, grâce à riiiliiiiu pelile!>âe du corps, on 
avait dans loul l'espace 

et, par conséquent, 

L^<^lité précédente devenait alors simplement 

dj = — . ( -î — OJ; -f- 5— 0 V -H j— Q3 ««•,. 1 



Povr que la transfomuilioR soil possible, il faut <itte Ton ait 

i5 ' < o 



OU 



¥{3^,) {^^i^+^Sj^-^ _ _ ) >o. 



Pour les corps magnétiques, F({ni^)cKt positif et rinégalitc précédente 

devient 

Pour les corps diamagnètiqucs, F(3R/,) est n<*gatif, et rinégaliié précé- 
dente devient 

-î— 9* H H .— fis < o. 

(]<-sdcux iiK'^Mlit/s sont liicii Toxpression algébrique de la loi de Faraday 
qui se Irouvcrail ainsi driuonlrco. 

Mais il est aisé de voir que l'on ne pcul puser en un point du corps ai- 
manté tris petit 

Os inégalités ne sont exactes que pour les points extérieurs au corps et 

situés à tli-staiic»^ finir f!c i <» rorp'^. 

< '.onsidéruns en cllet un point de la surface de notre petit corps, lin ce 
point, nous avons 

^ -t- ^ =4it[-«'tC0s(Nn *)+*,cos(N,,^)+©,cos(X„ «)] 

ou bien 

condition <nji no peut être réalisée que si - * '< . - sont en iiénéral au 

voisinage du cor[)s des quantités de l'ordre de F(£ni,j) ^^!^-) et piir ronsé- 

quertt ipK- <t I'" t ^ tii'' siippt itiK- p;ir Sir \V. Tliomson est du même ordre de 
grandeur que celui qu il a conservé. 
On voit, par conséqticnt, que la démonstration de la lot énoncée par l''a- 
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rada^ est insafBsanle, et ce qae nous «voira dit nous oblige à rejeter cette 
loi. 

G. Los calculs fine nous venons de faire peuvent nous servir prcsi|ii< im- 
niédiatemenl à In iIisriis<ioii (Vunt: nuHliodo proposée par Jamin pour l'ùlude 
de la disliibutiou du magnélisnic sur un aimant permanent. 

On sait que la partie expérimentale de cette étude revient à déterminer 

la valeur de ^ aux divers points de la surface de cet aimant penuancnl. 

\ uici cuiuuKMii .iainiii s'y preiuiii pour déterminer celle quaulité. 
Une petite masse de fer doux était placée au point de la surfece de Pai- 

nianl où l'on voulait déterminerai^- On délcrminait la force qu'il fallait 

lui apjdirpicr pour l'arracher dans lu direction de la normale à la surface. 
Jamin pensait que ta force ainsi déterminée était proportionnelle à 

Pour justifier cette manière de voir, il adnicltoit Irois hypoliièses : 

i* Le contact du morceau de fer doux ne modiOe pai sensiblement la 

distribution sur l'aimanl étudié. 

■1" Dam les conditions où Ton opère, on peut négliger pour le fer doux 

la variation de !''(.''n/!i avoc ,. 

3" L'aimanlatioi) de la particule de fer doux est donnée par les équa- 
tions 

JUt = — A F i - » 



Admettons sans discussion les deux premières hypothèses. 
La troisième est en Ions cas inacceptable. On a en effet 

11!.,:;=— A F (0,-f-«>,), 
0*1 
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Cl nous venons de voir «[iic l'on ne pouvait [>oser 
()«', ()«>, 

-r — = O, -j — • = O, -,— = «. 

ÔJ-t UJTt O't 

Accoplons toutefois pour un insLinl celte liypollirse. 

Sfiil T la force not iiiale nécessaire pour arracher la parlinile niaf:nc'-li(|iie 
Miivant la normale; sous l'action de la force T, cette [)articule peut suhir 
un drplaceriieiit infitiiiii>-ril [x-til cN, suivant la normale cNlcricure a l'ai- 
niaiit étudié. Ou a «loue, iorsipie oN, >'>l p«i'«ilif, 

TôN,— 0-1 > o. 

Mais, d'a|ir^!s les liy|K»llièses faites, on [leiii écrire 

■3th\d.r, djTj àst '/ 

On il fi'ailleurs 

Ar,= ôN, cos(N„ X), 
ay,= ô\,cos(N„/), 
(?;, = ÔN, cos ( N,, s) 



et, par conséipient, 



et l'inégalité précédente devient 

\éi\ plus petite force qui puisse produire rarracliftiietit aurait alor-» poiii- 
valeur 

Kile mesurerait donc non pas {^^^ > comme le pensait Jamin, mais 
ini, si l'on préfère, 

Ainsi l'une au moins dos hypothèses admises par.lamiii pour jii-iifuT 
i'eniploi de la niélhodf d'arrachement dans réiudc d»- la dislrihulion ma- 
gnétique est inacceptahle. D'ailleurs, même en admettant celle hypothéM-, 
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01» voil que la méUiodc ne pcul servir à dclermincr la quanuié que Jamin 
pensait mesurer. 



$ nr. - CompMaiflOA d«a ctorpa wagnétiquM et des ootpa diamagaétiqittM. 

7. î,a fornif la pins pivci^p rirlophV pour <lîsrm},'u<'r los corps maj,aié- 
litpifs (les corps fliaiiia-m !i(|iics clait toiuruc par la loi île Faraday : en un 
champ magutliciue. nu corps magiicliijuc 1res petit tend & SC déplacer dans 
le sens où la valeur absolue de la force croit, et un corps diamagnélique 
dans le sens où celte force décroît. T. a rlisciission préccdcnlo, eu noiis for- 
mant (le rcjo 1er celle loi, nous oMîj;e à clierclier ailleui-s un crilcriuai qui 
«lislinj,nie les corps niajçiieiiijues <los corps diaiaagncliques. 

La qucslion que nous nous proposons de résoudre maintenant peut s'é- 
noncer brièvement ainsi : une masse dénuée de force oocrcitîve eslr^Ue 
alliréc ou rcpottttéc par des aiuiaiiLs pcïrmanents? 

(Icunuieucons par préciser ! • - iis de celle fpie'ition. 

Supposons une niasse uia}.'tie(iipu' mise en présence li aimaiils el soumise 
à l'aclion d'une pression normale cl uniforme, seule force cxlcrieure «jui 
agisse sur elle. 

Plaçons-la d'abord à une distance très grande et comme infinie des ai- 
mants pcrmanenis. Le potentiel lliermodynamique interne du système a 

alors une v;)li ur i,,. 

Suj)pn>ons ensuite qu on I amène à une dislance liiiie des aimants perma- 
nents cl cpie, la maintenant dans cette posiUon, on laisse prendre à Tai- 
inantation sa distribution d^équilibre. Le potentiel thermodynamique in- 
terne du système aura alors une ocrlaine valeur ,i. 

Si .f„ — est positif, le passairc de la masse de la position infîniinenl 
éloi^^née à la position située à distance finie sera, au point de >ue tk- la 
Thermod) numique, un phénomène possible. Le phènontcnc invcr:»e géra 
impossible. Nous dirons alors qu'une masse magnétique très éloignée d'ai- 
mants permanents est attirée par ce- aiiuaiits. 

Si ,7„ — J e»;! :ni contraire né^Mlif, nous dirons «pic la niasse très éloi<,MK'e 
(Taimanls permanents est rcpoussrt; par ces aimants, (^esl daix r e «ens 
sculemonl que, dans ce qui vu suivre, doivent être pris les mots (iliraction cl 
rêptUùon. 

Or le signe de/ — /, est facile à trouver. On voit aisément en effet que 
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cette quantité peut 8*éerire 

Mai» on a 
en sorte que l'on a 



3 



Maia un calcul analogue à celui que noua avons foit au oommenoemcnt 
du Chapitre III nous donne 

la seconde intégrale triple s'clcndaot à tout l'espace. 
D'autre pan, TégaUté 

donne 

ou, eu désignant par [a une valeur de dit. comprùe entre o et yn,^, 

On a duiàc linuiomcnl 
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Le second terme est assurément négatif: quant au premier, si la valeur 
absolue du coeffirit^nl d'aimantation fliiiiiniic. (It iiioiuf rnn'^tnnti^ on rroil 
as»cz faiblement pour ne jamais varier du simple au double lorsque l'aiman- 
tation croit, il sera ccrlainenicnt de signe coutrairc à t^JlL,); par consé- 
quent, pour les corps magnétiques ^ — est sûrement négatif; son signe 
est inconnu pour les corps diamagnétiqucs et ne ])eut être fixé que si Ton 
|)ossèdc certains renseignements complémentaires. On peut donc énoncer 
la propo>;i!inn suivante : 

Tonlc siiliMliiix-'- mit •j;jii'lïqw ili''niii'f //'■ fofii- r(,rrrilii'' rf plarvi- à 
l^raittli' <lisfaii<'' if a; timiits i><-tiiiitifiils fst rtthrrr par r>-\ aiiiiaiils; un 
M peut pr< s-<t!r h- sii;ti<' <tn mouvni' ut il' une inmaf diaiiutj^iirli<iu>- . 

8. I.a {Il o|Kisiii()ii «|in' iioii'; venons d'()!)l<'rur suffit point ,\ diUiifiicirr 
les corpt. maj;iiéLiqu*;s d'avec les corps (liaii»iii,'ii(''liqurs ; dini^^ l.-s actions 
exercées par les aimants permanents, peui-ou uiaïquci uuc upposiiiun euue 
le rôle joué par ces deux sortes de corps? Cette opposition résult^a de 
deux proposition- « vtivmrtai'ut simpli-s. qui' nous allons démontrer. 

L cxpt'rirnci' ( lassiqii.- qui M i t à tlisîin^MH'!- 1rs cui ps dîa m.i^nrtiqut's d.^ 
corps ma-n. Ij<jiit > ( inisi.>t<' dans ]'r)bsrrvaliim d.' la [losilion d"r(|uili!.rc 
quils pnuutiiL luisquon lus su-pcihl par un lil entre lus doux [lolus d'un 
puissant électro-aimant. En réalité, le poids du corps est, pour tous l«-i corps 
diamagnctique» et pour la plupart des corps magnétiques, si grand par rap- 
port aux ari;un>qiir 11' . r„ |.s Mihii ,lu I.i part de rélectro-aimant, que le Cl 
nVsl pas -.. iisiM.-turrit dr\l.- d.- la vci iicdr, . n soi le r,„| |„.„| regarder 
le pliénouiujK uoiumc cluiil le même que w le corps était assujetti à se mou- 
voir autour d'un axe vertical. 

Considérons donc un corps magnétique ou diamagnélique mobile autour 
d'un axe v . rlical OZ dans un champ magnétique. Lorsqu'on fait exécuter au 
. orps- un tiHir .-..niplui auioni <iu Tav < )Z, lu poiuiuiel thermodynamique 
interne du s^>i*lui)ir, qui un -.-nuial a \aiiu p,-ndanl lu iiiouvuuiuui , r. p, uud 
sa valeur primitive. 11 a donc puhsu pat uu certain nomlirc du inaxima n 
un certain nombre de minima ; en d'autres termes, le corps a passé pm un 
certain n .inl.i . d. positions d'équilibre altemaUvement stables et instables. 

Pirnon- l uM.- dr <vs pnsliinns dVNpnlil,r.>. Soient, toujours suivant 
noliu notation, v>, la fonction potcntiell." d. s aimants permanents en un 
point du corps étudié et la fonction potentielle au môme point du ma- 
gnétisme distribué sur ce corps. 
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En chaque point du corps, on a 

A = — F(Ort., at, ^, . . . ) . 

1^— F/m - <ï 
(1^) ^ 1lft=; — r(iMi.» 8t, p, ...) » 

On a de plus 

J L V ■ >)^y^'^ — -^^ <)T,h ) ' 

rinlégration s*étcndant au corp« considcré. 

Supposons que II- corps soit Irôs faiblement magnétique ou très l'ail)l<-incnt 
(li<')[na^ii(''ti(|nc; F(.'>n., a. S, . ..) csl nlors uno f|tiiiiilil<'> liés polilo; d iqui's 
les i'-trnliir'*j i'î~). -r .. c sont en Ln'mTal des quantités très petites du 
même onliv; la quiinlilu gfj, déliiiic par l'cgulilc 



dans laquelle Tintégration s''ctcnd à tout le corps magnétique^ est encore 

une qiianiiif- très peiitedumêmeordrc, elil en est de même de ses flérivêcti 
]>;irt telles. On peut donc, en négligeant les quantités très petites du second 

ordre, écnre 

e=:-F(5ii,»,;j, 



on encore 



© = ; 



la fonction X claul Uclinic par l èj^^ulilc (G) du Chapitre il. 



Digitized by Google 



DE l'aimantation PAR lîtFt«EXCE. L.83 

Moyennant cos égalilos, la condition (r*'(|uilibrc(iG) devient 

^àx ifj-àr'^ àV <)_}■ ''' On) y) 

Celle (■•«iiiiilion sutlii à dclcrnuncr k s posilions d'équilibre du coips. Or 
il est aisé de voir que^ si cUc est vérifiée pour un corps, correspondant « 
une fonciiott > que nous désignerons par X,, c'csl-à-dire à une ccriaine 
fonction !•"( Jn.) nous di'-si-.'ncions par F,, clli; l'.^'îl onrorc [lour un roi ps 
di'm<"iiic forino fl d»? nit'nu' posilinn. rorrc^poinlaiii .'« une iontliun >. hIimi- 
liqur à — A,, c esl-ù-diro à une fonction 1m oii ; idi-iitiquc à — K,, ce nu on 
peut énoncer de la manière suivante : 

Dttas ItfxconflUioMsque nouaavona indiqKrf'i, deux corps, l'un très peu 
magnétique^ l'autre très peu diamagnéUquef ayatU même forme et des 
foitrtioiifi magnétisantes égales en vaiew eUfSoltte, ont les mêmes posi- 
tions (rrr/tt(!ibre. 

IxinsirlOroni niaintonnnl rc\[>rci.ïiIon do o'.» donn<V jiar r<'irnlili- ( - ) fl 
rcnipiaçons-y i , n!., z par l<nn"s valeurs liri-cs des égaillés ( 17). Nous ver- 
rons aîscineul (juo o-' î clianjîo de silène en même temps que 

en sorte que le tlicorcme précédent put être complété de la manière sui- 
vante : 

Istfs positions d'équilibre stable de l'un des deux corps sont les posi- 
tion* d'équilibre instable de l'autre. 

Si, par i'veinpli', une aiguille allongée» d"un corps paraniagnétique, sus- 
pL-ndin' riiifi» |.-iilfiî\ pô'cs f!*ini '''!,-i-)tri-;uiii;mf , sVir'i«^tUe dans la diroclion 
de cos di'ii\ pilles, une aiguille dianiagnélique se niellra en croix avec celle 
direction. 

Les théorèmes précédents, que Ton peut démonlrcr quelles que soient 

les liaisons (pii assujcttisscnl 1 ' rorps magnétique, marquent Topposition 
qui existe entre le» corps magnétiques elles corps diamagnétiqucs. 
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CHAPITRE V. 

MÉTHODES DE DÉTERMINATION DE LA FONCTION MAGNÉTISANTE. 



(i I. — Méthode fondée sur l'emploi des équations de Poisson. 

1. I/iiit('};nili()ii dos (Minalions flinV-n'iilicllcs d'un prohlônu* qiK'Icfni<|iii' 
d'aiiiiaiilatioii par inniiriuM* iiiiplltpii* t'vidciiiiiKrnl In cniiiiaissanci' d<> la 
valeur de la fonction 

pour loulo valeur du parauiètre 

ou, ce qui revient au même, de la valeur de la fonction 

F(OR, a, 3. ...). 

Ces doux délerniinalions sont corrélatives. Nous avons vu, en elTet, au 
(lliapiire II, comment, de la connaissance de la fonction F, on déduisait la 
fonction "k. Si inversement on se donne la fonction X, les é«]uations «le l'in- 
duclion magnétitiue permettront d'écrire 

— 'i[(S)"-(0)"-(0J-^-|[(£)'*(S')"-GB']- 

('elle équation, résolue par rapport à 

/*K>\' /àK^y /4)<>y 

donnera 
cl l'cMi aura 



«, |3, . . .). a, . . .] - /4 nan, «, p. . . .). 
De la fonction X on aura ainsi déduit la fonction F. 
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2. Il existe doux types «1<> iiiétliodc!* pour déteriiiinin* la lonclion X: l'un 
et Tautre ont été somuiaireuicul indiqués par G. KircldioiT; le présent 
Chapitre aura donc Bculement pour but de développer les vues de Tiliustrc 
physicien. 

La première inélliode consiste à déduire la connaissance de la fonciinn X 
des expériences faites on su|)posanl, confonnénuMi! h In théorie de Pnisvon, 
({uc X est une constante, eu vue du dclenuinei lu viiUrur de cette constante. 

Dans celle théorie de Poînon, si Ton désigne par ^ la conalanlc par la- 
quelle on remplace la fonction X, les équations de Téquilibre magnétique 
deviennent 



(I) 



La fonction <> est déterminée par les conditions suivantes : 

i*" Arinlérieur desaitnnnts pnrmanenl.s, on a la même érpiation dilTéren- 

Uelle que dans la lliéorio deseioppéc dans le préscul Mémoire; celle é«jua- 

tion est Téquation (9 bis) du Chapitre II, 

(s) AV= — 4np(J,^, 5). 

2* En tout autre point de l'espace, sauf aux surfaces de séparation des 
divers corps, on a, en supposant homogènes les divers corps dénués de 
force cocrcilive, 

(3) à<»ï=o. 

3* A la surface de séparation d'un aimant permanent et dW milieu non 
magnélique» on a, comme dans la théorie actuelle [Chapitre II, égalité (i 1)], 

(4) ^1-^, = 

4" A la surface de séparation d'une substance dénuée de force coercitivc 
et d*an milieu non magnétique, on a 

(5) (,H.4„p)^ + _.=o. 
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5* A rinfini, od a 

(6) <> = o. 

Cos cotulîlioiis délcnniiieiil la ffuit lion K> lorsqu'on couoait la forme du 
corps soumis à raimaniaiiou ei la Nulcur du cocfficicQt [A. Si Ton intègre 
CCS équations pour un corps dont la fom« et lo^. position sont données, mais 
dont coefficient ffc csl Iflissc indéterminé, on trouTcra pour une expres- 
sion de la forme 

Il suffira aloi's, lorsqu'on voudra d^lorminer !;i v;ili»ttr du ropfnrifnt tt 
pour un« »ul>:»Uuicc, tie foriuc-r avec celle subslancf un coips ilc la tormc 
que l'on considère, et de déterminer expérimentalement la valeur en un 
point d'une quantité dont ^expression puisse se déduire de celle de ^. 

Si Ton applique celte méthode h une substance pour laquelle on ne puisse 
pas regarder a couiine constant, pour laquelle le coeffaient u. doive être 

remplacé par la fonction X |^(^]^ j + (^) (^) J' V^^^ ^ signi- 

liealion des nombres^ variables avec l'inlensilé du clianqi niaguélique, que 
l'on obtiendra ainsi, au lieu du tu)ud)re con-iaul qui devrait r'^]tr«'sfuter a? 

Si le corps mis en expérience est im elbpsoïde cl si le champ magnétique 
constitué par les aimants permanents esi nu cinnnp uniforme, le cori)s s^at- 

uianl»' uuilorniemenl, eu sorte (pi<- la quantité ( j^. ) -+- | -^^j + \ 

en tout pouit de cc corps, la même valeur. G. Kircldioll a monlrc qu'uloii> 
les nombres variables obtenus par la méthode que nous venons d'indiquer 
reprê^ntaient iH-écisément la quantité 



et il a fait usage de cette remarqua' pour déduire d'expériences de Wcber 
quelques déterminations de la fonction X propre au fer doux. 

Cette proposition de G. RirchbolT peut se généraliser de la manière 
suivante : 

Tin oiiKMi; I. — Si un corps homoi^vtt'-, possâdani iiitr fonction mw^nr- 
li.s<tttlc (li'liTiiiinrr, s'tfinianh' itnl fijriihhnfnl dans rnifilil>(>n:< drU'r- 
fmncL'Sf la Jonrtiun nutiçni'tisaulc a alors une même raicut S\ m tous Icx 
points du corps; un corps de même former ayant un cocj/i oient d'aiman- 
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iation u. constant rt égal à M, prendra la même eùmantaiion uniforme 
que le précédent. 

Il nous suffit pour cela de démontrer que la fonction qui intègre* Icic 

éipiations dinV-ronlk-lles du premier prohlL-inc, iiilrprc aussi les (*<]tinlions 
dinVivnlicllcs du second ; car, celle proposiliun une fols déniouli ée, l'aiinan- 
tatioii en un point sera, dans le picuiier problème, délcriuinée par leséipia- 
tions 



e(, dan» le second problème, par les éiiualions 

qui conduisent aux mômes valeurs de .v, A, 8, puisque (a cl 

ont la même valeur M. 

Or il est aisé de voir que les deux problèmes conduisent à la même 
fonction V^x^y, s), 

V.\i effet, les équations (2), (4) cl (G) sont communes aux deux pro- 
blèmes; dans chacun des deux problèmes, la fonction V vériGe l'équation 

A<>=:0 

en tout point du milieu non niaguétiquc. 

Dans le premier problème, en tout point du corps dénué de force coerci- 
tive, la fonction vérifie Téquation difTércntiellc (g ter) du Chapitre II, 
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^uation qui peut s'écrire, pour un oorpft homogène, 

Mab, 81 Taimanuilion e«t uniforme, on a 

/fK'-,' /'K'\' /'K'Y 

en Borle que Téquation précédente devient 

C'csl aii'^si r>V|iinlion (jun, flnns le second problème, la fonction V? doit 
vorifioi- à l'iniéricui- du corps soumis à l'aiiiianlalioii. 

Enfin, dans le premier problème, à la surface de séparation du corps 
soumis Â Taîmantation et du milieu non magnétique, la fonction vérifie 
Téquation (i i tct) du Chapitre II, 

qui devient ici 

cl coïncide avec 1 équation (5) du second problème où ion donne à |a la va- 
leur M. 

Par une voie analogue, on démontre la récijmxjin; suivante : 

TiiEOHKMK II. ('ouKffh'rons- art cax partintficr où un rorps hnmo'j^f'm' 
auuinis à l'aiinantation rl jmxsedanl un rocjjicicnt d'aimantation }x in- 
dépendant de ta grandeur de t*aimantatîon s*aimante uniformément 
pûur toutes les valeurs de ce eœj^eient; remplaçons ce corps par un 
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ntffi.s /loino^'ciw de itu-nir /orme curn'.y)onila/it à unr crr/ainc f'Hirlioii 
iiéOiiitrlisanli' K. Ce corps prendra idrnliffttftni'iil l't nh'iiir fti niftntiilioii 
qu'un corps de Ut prenticrc série pour lequel le co<-J/trie/i( [X iiiiralf une 
vahur M déiertnince de la manière suivanie : 

En un point intérieur à l'un quelconque des corps de la première 
série f noua avons 

/d^'Y /àK'Y /tK'v» . 
et M .sdti.sjuil a I equalioii 

llicoituic cnli.iim I » \,icUluU<' <i'" la uiélhode prujfds/e pai G. 
Kîrchhoff pour lu «léternunalion de la fonction X. 11 se pcui «juc te cas de 
IVIlipsoldc placé dans un cbamp uniforme soU le seul cas où un corp» 
de forme doiincCf p].i< >' <lcins un champ donné, s'ainiiinir imirorinément, 

4|ll>'lli' ijiii' sml Ir) Nali'iil lit' >-i')ii ('Oi^niriciil il'.ti iii.iii hit uui. DaOS CC CaS, Ic 

ihcorenic piècédeni réduirait à celui de Ct. Kirciiholf. 

§ n. — Mèthodo du tore. 
Soil C une courbe i/ig. i) qui, par sa révolution autour de Taxe ZZ , 

Kij. I. 



B B 




engendre un tore T, que nous, w] | « serons formé par une certaine substance 
magnéli<|uc. 

II. -/r«r.Ar 
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L ne coui'Im; C, irifinimcnl voisine de la courlw mais extérieure à celle 
courbe C, par sa rëvolulion autour du nit'iinr axe ZZ', engendre un second 
tore li renfermant le premier dans son intérieur. Sur ce tore sf)nl jdacés 
« lils conducteurs, fcrniés sur eux-niènifs, é(|ui<lislants les uns des autres 
Cdisposition qui, dans lu pratii|ue, sera remplacée par un enriiulement con- 
tinu, à tours assez ra|)procliésj. 

L ne troisième courbe C", rcnfri-mant à son intérieur h's courbes C et C', 
<'t non infiniment voisine de ces dernières, forme, par sa révolution autour 
de ra\<' ZZ', un troisièmi' ton- \V <-nfermant les <I«mj\ premi«'rs à son inté- 
rieur. Sur ce tore li' sont placés n' fils conducteurs, fermés sur eux-mêmes, 
é((ui(li>tants li-s uns d(>s autres (di>position remplacée, dans la pratique, par 
un s«.'cond enroulement continu). 

Dans le tore IJ' faisons passer un courant d'intensité ce courant %a 
aiinanti-r le tore T. Il est facile de préciser b's lois d<.' o.'tte aimantation. 

I)'après les lois crtnniK's di' ri"!lcclroiiiiij:iiéii>iiiii'. lois que nous admettons 
ici sans disciis>ion, l'action di- lu Imldui- li' crt'-'' dans l'i ^par*' un cliam|) 
laagnétiiiue dont nous dési(;nons par o la fonction potentielle. Kn un {Hiint 
'■r,y, z } extérieur à la bobine li', on a 

, <M» 

A l inlérieur de la bobine li', la fonction potentielle n'est plus constante. 
Prenons pour coordonnét.'s «l'un p«iint intérieur à la bobine b-s coordonnées 
polaires p et 0 de sa jirojection sur un plan piTp*'ndiruluir<' à l'axe du tore, 
le |x*>le étant au |>oint où l'axe du tore rencontre ce plan, et la bauteur z d*' 
ce point au-dessus de ce plan. Nous aurons alors, en tout point intérieur à 
la bol)in<', 

. , . dvy dr» «>i ' .. , . 

'-btsi ~— =0, —-=0, —r—it^ni. 

Or, dz dj 

K étant une constante qui dépend du système d'unités cboisi. 

Admettons que ce cliamp aimante le turc ma<;iiétique suivant les mêmes 
lois qu'un cliamp créé par un aimant. 

I^rs pro]K>sition£ suivantes sont évidentes, grâce à la symétrie de la figure 
autour de l'axe ZZ' : 

L'aimantation est, en cbaque point du tore T, dirigée normalement au 
plan pu^^ant par ce point et pur l'axe ZZ' du tore. 
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Ml) tous los |<nints itui'riours au tore (|ui correspondent aux mêmes valeurs 
de p cl de z, raimantalion a In niômc valeur. 

Gela étant, sî Ton déiiigne par -ç la fonction potentielle totale en un point 
du tore, on aura, d*apris les lois de Tinduction magnétique, 

Soil <S» la fonction potcnlielle au poinl cunsiUéré du l'uiiitaulalion dïuln- 
buée sur le tore. Nous aurons 



<i> étant l'aire d*un élément de la courbe C et le signe |^ indiquant une 

sommation (jui s étend 1 tous ces éléments. 
Cette expression peut s^écrire 



et il esl alors évident que 

«> = o, 

en lonl point irilc-riour à l'aimant. 
Dés lors l'égalité évidente 

devient, a l intérieur de i aimant, 

et, en vertu des égalités (7 bis), Tégalité (8) devient 

D'apri's les principes de TEIcf imiiiau'in lisnic. le polciilicl du loro ainsi 
ainianh: sur un des anneaux de 1« Ijobinc ii, cet anneau étant supposé par- 



L.ga I'- luiii:». 

couru par un courant d'inlcnsilé égale à l'uniic, a pour valeur 



Cl) oianl un clément do raiie (Mivt.>loi)[)co par la côiirbc C (ou, ce qui rovicnt 
nn niOmc. par la courlic C) ci or<, raimnntn(i<>ii fin \nrr- on un point dc cet 
cli'-iueiit. D'après régalilé (9), colle dcrnicre cgalilc dovioiU 

Sur ini dos atitioaux do la hohiiK- 13, parcouru par un courant supposé égai 
à l'uniic, la bobine M' admet un potentiel qui a pour valeur 

(M) » = aK'„,^^'. 



Il en résulte que Tenscmble du tore aimanté et dc ta bo!)ino H ont sur ia 
bobine B, parcourue par un courant égal à l'unité, un potentiel 



Supposons que Ton ouvre la bobine B' de, façon à supprimer le courant t. 

Li- tore so dosnlmanto; la dosaimantatlOR du loro ot l'inlorruplion du cou- 
rant /' produisent dans la bobine H un courant d'induction. Soit (> la (juau- 
tité d'oloctricito quo co courant mol on nioin fiiicnl , ([itanhl»'* «juo l'on pont 
mesurer par i inipuUiou dounéo à une aiguille do galvanoinôlrci soit U la 
résistance de la bobine B. Les lois de rinductton montrent que Ton a 

ou bien, eu vcrlu dc régalilc (12), 

<■»> o--,r-Si-^'-'[(^)']!r 

I)osi<riions par p, une des valeurs que prend p k rinlérieur du tore. 

Posons 
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cl supposons (|iie /• soil toujours petit. l'osons en outre, pour abréger, 
Q pourra se développer ainsi : 

Po, P, , . . . , P„ ayant les valeurs suivantes : 

P,=- jl[n-4rX(:)]+3a:rK'/i 'i^', | . 



(i5){ 



I p» 



Si, en parlirulicr, la dislancc des divers points du lore à Taxr varie assez 
peu pour que les intégrales 

soient négligeables devant l'intégrale 



ce qui arrive si le tore est un anneau infuiinienl délié ou un tube cylindrique 
infiniment mince, la formule (i5) devient simplement 

aK'wn'/ûj , r/aKrt'<'\«"| / 



[m] 



Celle formule, qui serait vraie, quelles que soient la forme cl les dimensions 
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du Ion" «liuis la ihi'oric Uc PuUtiuu, où In lonction X est rcmplacéo j)ar une 
coiisUinie, p«rraci alors de d^Lcrmiacr cxpcrimcnUlcinciil la fonclioa X. 
Cetttt iniHhodc, nous Favons dit, a 6lc indiquée par G. KirchhoiTC); die 
a •■i<- employée par plusieurs expérimentateurs, nolammcnt par M. Row- 

Ifltul. 

Si I nii \oiiliul I l'iiipliijor avfc un ton" de diiiiefistons quclcoiujuos H en 
li'iianL fciuijiU; tics vurialious do X, il faudrait su|>poscr X(![^ dcveluppablo 
on série uniformément convergente ordonnée suivant les puissances croia^ 
sautes de 

À(J) = A, + A,Ï »- A,;' + ..., 

•'l «upposi r aussi ses d<*rivôps de tous li-s ordres dévoloppablcs do la iDÔine 
iiianitTo. On en déduirait pour Q un développement de ia forme suivante 

di'vcloppi>mcnl dans lequel on aurait 

ia quantité «y elle-même étant une série de la forme 

les quantilés ^1 , r'^i • • • étant des cuefiicicnts connus. 11 serait impossible 
d'employer un développement aussi compliqué A déterminer les coeffîclents 
Ao, A,, A,, . dont dépend le développement de la «pianlilé X( II). 

M. l'aul î.ifict (') a doinié réceninieiil inic niéllinde de délcrniination de 
la l'onetiou uiagnélisautc, qui permet, au contraire, l'emploi d'un dévclo|i- 

|ienieiil de te ^eiUC. 



(') G. klM.Ullul'r, Xitr riieorie dft in rinrm ICtsi-nkiirptr (nducirlen .Magnetitmut 
{Pùgftndorg't AwwUn, ErgSiwang»lMifld V, 1870.6. KinkhoJTt gtâtmmelle Abhand- 
iungtn, p. Vkl). 

(I) raal iAKRTt Sur t*vppiie«tion du phénomènt dt t'atmanlathn traiu»er$ate é 
l'étude du cùtJJieieRt d'aimnntaiion <tu frr < Complet reiutut det téancet de t'Àea- 
démie dtt Science», 1. CM, \t. lou; itî jaiivivr inti» >. 
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CHAPITRE YI. 

PHÉNOMÈNES THERMIQUBS. 



S I. ^ Quantité ds chaleur dégagée dans une transfoniMtioil d'nn 83r8tiètt« 

qui renferme des aimants. 

1. On a souveni étudié, au point do vue oxpôrimental, les plirnotiK'-iics 
llicriniijucs qui accompn|j^ncnt l'aimanfation nu la dosaiinantalioii <I'nn 
innrcfaii fli' tVr doux placé à l'inlêrinn' d iine spirale [>arcoiirue par un 
courant, mais il a'ciUrc pas daus nos inltiuions dVtudicr ici ces plicno- 
mènes, car ocUe étude rentre dans Télode ]»lus géitérale de raimanlalion 
par les courants, que nous ne voulons point faire ici. Nous nous bornerons 
donc nux planontènos iliermîqucs que peuvent présenter des systèmes ne 
rcnfcniianl <]nr fies aimants. 

Rappelons, à cet égard, une relation dont nous aurons à tainr un usage 
constant au cours de ce Chapitre. 

L^état d'un système est défini par la température T et par un certain 
nombre de paramètres a, pi •••• '-^^s paramètres sont ( Imi'-is <]<■ (> 11,» sorte 
«jue, si T varie sans (ju'ancnn d'eux clian};e de valeur, les forces (■\léri«^ures 
n'elVectuent aucun travail; c'est ce qui arrive, par exemple, lorsipie l'état 
d'un système soumis ù une pression aormule et umlormc est défini par la 
température et le volume du système. 

Le système considéré admet un potentiel thermodynamique interne ^, 
une énergie interne Y, une entropie S; les forces extérieures ipii airisscnt 
sur lui admetl' iil. à tdiipcraturt» constante, un pot^-iitifl VV, en sorte ipie 
le s^slèuie admet un potentiel tliermodynanuque total Li. Un a, |>ar déliui- 
tion, 



Élevons de (fr la température du système, en laissant constants les 
autres paramètres. On a ainsi une modification réversible dans taqueUc 
aucun travail extérieur n'est clTcctué, modiQcaUoa dans laquelle par con~ 
séuuent 



ce qui donne 

Mais, d autre pari, «'{^alilés ( i) Uuaiictil 

La comparaison de ces égaillés donne 

De là, se déduit une conséquent' simple. iJiins une tiiodilicaliou isolher- 
uiiquc, le corps dégage une quanlilé do chaleur (/Q, et l'on a 

D'après les cgaliuL^s (a), cette relation peut s'écrire 

âi le By»tièmc était en équilibre, on aurait 
et, par conséquent, 

(4) </g = Arf(^T^^j, 

A désignant, suivant Tusage, rinverae de Téquivalent mécanique delà cha- 
leur. 

Ces deux i clalioii^ i 3 t et (4) se luetlenL inim<''di;ilcuienl sons forme 
tliiif; dans une inodilicalion isollierniique, ipii tait passi-r le système de 
l étal (a) il l étal (p ^, le syslêmc dégage une quanlilé de ehaleur (^) donnée 
Ytar la relation 

(5 ) £g = , _ T ^ - .f ^ - W ^ ^ T ^ ' 
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cl, sî la moclificalion csl réversible, par la relation 
(6) EQ = T^(.fî,-.f,). 

Nous allons a|ipli(|iicr ces n'Ialions aux mudiiicalions subies par des sys- 
trnu's qui renferment des aimants. 

2. Pour un semblable système, nous avons 

conformément à l'égalilé (19) du Chapitre I. 

Parmi les paramètres autres que Tintensité d\iiniantation dont dépend 
la fonction .i(:^n ), figure la température T, ce que nous metti'ons en évidence 
en écrivant non plus .t(;ill), mais .»(3n., T). 

L'étal du système esl défini par la température T et un certain nond>re 
d'autres paramètres. \ous supposons ces derniers choisis de telle sorte <pu>, 
lorsque T varie, ces paramètres demeurant constants, chacun des corps du 
système garde sa forme et sa position. Il en résulte que, dans ces condi- 
tions, la variation du seul paramètre T n'entraîne aucun travail des forces 
extérieures, comme le sujtposc rétablissement des équations précédentes. 
Il en résulte aussi que la variation du seul paramètre T ne fait pas varier .f. 
On a alors 

D'après les égalités (7) et (8), régalilc (.'>) devient, pour un système 
qui renferme des aimants, 

EQ= E(i;,-TS,)+W,+ .T._ET A(U.-TS,) + /'[■f.pn. T) - T ^t' 

- jE(L>- TSp) + + .T^i- ET A ( 1)3 - TS?) -h f^i?m . T) - T ^J?^' jrf. 

Posons 

EQ,= E(L,-TS,) W,- E(Ll^-TS^) - W{, 
- ET^(t,- TS.) + ETj^dj»- TSp) 

cl 

II. - Fae. de T. L. l3 
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L'égalité {tj) pourra sV'crirc 

- J ^Hi^K T) - T jj.?fl(^n., T)] rfPj 

Q, représente la quantité de clialcur qui serait dégagée si Ton faisait subir 
au système pxiictoiiM-iit les mémos ebangemenis <r«>iai en 1«> niiiiuictiani 
cnnslaiiiiiKMit à i'élat non inapnt'liquo ; la <nianfitr " nr^^iin- rlonr In part 
d'inlluL'itcc exercée sur Je phénomène llicrniiijue par l'uiiiiunlaliun ilu .sys- 
tème et par ses variations. 

La plupart des auteurs qui se sont occupés des phénomènes lliermiques 
l>r<Mluiis au .s«>in «le svsiètnes (|ui renferment dcs aimants ont remplacé 
réf^aiilc (io) par Tégalité incomplète 

et ont été ainsi conduits i des conclusions erronées, comme nous Talions 
voir dans tes paragraphes suivants. 

S IL — Influence de Taimantation sur la chaleur dégagée 
dans une réaotioB ddniqne. 

'.i. Supposons tpriin fraj^nicnt d'une substance ainuinlée entre en une 
combinaison chiini«|ut'. Cruelle rdalion eustcra entre la quantité de cha- 
leur Q dégagée par cette réaction et la quantité de chaleur Q, dégagée par 

la hm'uic réaction préparée au moyen «l'une substance non aimantée? 

ili' prohlème comprend deux cas dislincls : dans le premier, le corps 
ainuinté esl un corps doué de force coercitive el le système ne renferme 
point d'autre uimunt; dans le second, le corps iiimanté esl dénué de force 
roercitive et le système renferme des aimants permanents qui [produisent 
raimnnlatton de la substance considérée. 

l'nvisageons tout d'abord le i»rcmier cas. Supposons né^igcablc le nia- 
<j;n<'ti^riif de la cnmfiinai'^rsn fttrmiV; dans ces conditions, le système, dans 
l éiat iinal, ne reniérme plus aucun aimant, et nous avons 

ûf 
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ce qui donne 

(11) Q = Q, -4- A.T,H- A T) - T^^îi^lfîilij rfr. 

L'i'galilé (lo) du Chapitre III nous doiiiie 

l'intégintioii s^étendant au système toot eniier. 
D'autre part, nous avons 

L"é{;alilo (12) jicul doiic s'écrire 

«=o-^./Tiî;-)"-(t)'*(t)']"- 

5l le corps fntranl en combineùson fst magnétiqutf et si son mt'JJlvAi'itl 
d'aimanlation croit ou rd'/nfurf ron.'^fa»/ forsiqtir la tmipératare croil, 
ia cltalcuf dégagée par la combinaison est plus grand»' lorsque le corps 
est ainuMté que lorsqt^il ne l'esl pa». En tout attire eut, le signe de la 
différence entre ces deux quantités de chaleur ne peut être prévu, a 
priori, sans données numériques. 

•\. Euvisugcons iiiainu-nanl cas uù le corps enlrani en coiubinaisiou 
«st un corps dénué de force ooemtîve et oA la combinaison s'effectue sous 
rinfluencc d'aimants permanents. Réservons, suivant noire notation habî- 
tuelU', riiidicc (]) aux aimants permanents cl l'indice (a) à la substance 
drniHV fît" foroo rorM-ritive. Soit <}?>, la fonction potentielle on un pnînt des 
uimunts pcnnanenl.s du magnétisme répandu en ces aimants; soit «i^, la 
fonction potentielle en un point de la masse magnétique du magnétisme 
répandu sur cette masse; soit enfin Oi la fonction potentielle en un point 
de la masse magnétique du magnétisme répandu sur les aimants perma* 



tulit». \ou« aurons 

7= - / M-.-H - '«•.-r-^ ^ ^. -77- 

IlariK IV-i.ii initial (a) du -t' in - comme flans TiUll final O), 1»; pn'iiii-T 
l'-riiir- ^.x\i\i- \n mrmc valeur; les deux derniers sont nuls dans 1 ctal final. 
( In a (Jonc 

iNiiir li's iiiiiKirilH (M-niiancnls, .fC0Tl,T) ol -^..î(.m, T ) «ml l;i iiiriiio va- 

Ifiir (lans I iHal iiiilial t-l dans I dal liitiil. i*our le corps ma{jn<Hi«ju«', ces 
f|uanlitc9i sfNit nulles dans VèXal Qnal, puisque U combinaison est supposée 
non roagn^tiiiue. On a donc 

t'i i'i'gulilL- (1 devient, dans ce cas, 

IVir un calcul Analogue à celui que nous avons eflectud au Chapitre IV, 



r L 
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^ ili, n** ô, ic coeftictenl de A peut s'écrire 

M oiani compris entre o et m, et la dernière intégrale s^étendant à tout 

IVs|)iic*'. 

Ou voit alors aUéinenl ijuc ce cocfticicnl est in'galil pour i<Mis U-s corps 
inagncliques connus, et de signe inconnu pour les corps diama^ue ligues. 

Quant au dernier terme du second membre de régalité précédente, il 
peut s'écrire 

l'our toute sulislancc magnétique ou diaiuagui'tiquo, il est positif si le « iiol- 
iictent d^aimantation croit avec la température, négatif sUl décroît loi xjui 
la température croit. Par conséquent, on peut énoncer la proposition sui- 
vante : 

iMfsqit'ttne SubttCtnec ittagnôtiqur rntro m rrivll<>i\ pour fournir itnti 
Comhinaison chimique f/onf nfni:nt'ttsfi)'' xnîi nr'^li ■ji ah\i\ dlr ,fi'"jri'j;<' 
une moifti/rr quanlitë (if t lialcur lorsque la comùirifii.mn a't'jfrclui' dans 
un efianip wagnètiqui' qw lorsque la combinaison 9*effectue en dehors 
du ehampf pourvu que te coefficient d'ttimantaiion diminue ou demeure 
comstant tonique ta tempénUuri' croit; si ce coejficimi augmente avec, la 
température, on ne peut plus rien prév oir en dehors if'-s- donnée» nuiné- 
riquex. f( f-n evf <h' m'hue pour tous les corps df/jifi'i /le/if/ues. 

La |iro|)f>silion (jue nous venons it énoncer montre cottibien il importait 
de distinguer l'un de l'autre les deux cas que nous avons examinés. Si les 
variations du coefficient d'aimantation avec la température sont négligea- 
bles «'t si le corps est ntagnéti«|ue, Ofl est assuré que raimantation exerce, 
dans les deux cas, des elTets inverses sur la chaleur de combinaison (' ). 

L'analoirif* <lii mleul en'eclué an présent pnrnirraplie nvoe celui que nous 
avons cnéclué au Chapitre IV, § III, n" 5, ne doit pa'^ surprendre. On au- 
rait, en effet, pu obtenir le résultat précédent en supposant que Ton éloigne 
à rinfini la masse dénuée de force coercitive, que l'on cfleciuc la réaction 
chimique à l'infini et que Ton ramène ensuite de rin6ni la combinaison non 
magnétique formée. 



('/ t-'oir la Note ù la lin du Miiiioirc. 



% Ui. lufluextCB de i'aimuxtation sur la possibilité d'aii« réactioa 
driMiqn» . ThéetU âm pl ifc i aMè n M «bmtwé* par tL H— mm. 

9. CW éam le tt-cvad d«« deux cas que nous venons d examiner qae 

>''--t f>\nri M. V. Jaml qui, le pirmier, à ndtre coDiiaissaiicc, a «i^Dalfi- l'in- 
Hu'-iK 'i<- l'airiiaritation sur la clialenr de combinÛMD. Rappelons dans 

•jU'.lJ*.'» circoiistati' < ^. 

I>;puUfortlon;.'i<-rfii».s, !<-<> physîctens onl cherché à metire eo fMiticace 
rinfluenc*' do maffiiétisme sur les réactions chimiques. Après bien des ten- 
tatjvf*<i jtifi iir:tii« uNt>s OU incerlain••<^ < ' ). M. Ira RemsenC), plus bearcux 

qti<' s. « |«i<-<J/T' --<Mirs, parvînt aiiv r<'>ullaU suivants : 

I>ati« iHir nan-llc <Jc fer niiiic»-, on plarf un*- s')lulion de sulfate <!<• ciiivr»'. 
iJaa.s ïi !i conditions ordinaires, le cuivre se dcjjo>c sur cette oaccUe d'une 
façon uniforme; mais, si Ton phoe cette nacelle sur les pAles d'on poissant 
^Icciru'aimant, 1 épaisseur du dépôt devient très irrcgniière. Nulle aux 
|K>ifilH ' ri conlacl avec !<•>• [n'Ars di; rëlcctro-ainianl, elle cri)il au fur et à 
tu> *urc •jii'* l'on s'éloijrn'' d** c*- [loint-;. i-t !••« litrn»'* d'»'ir.ilf i'|>ai'^^'nir, qui 
sont le lieu d<;» |>oints où la réaelmn <'hiNiii|ue s est jinKluit'' .im c une c^dle 
vit«*Kse, de»»in«nt des formes analogues A celles des lignes èquipotentielles. 
Hftion M. ll.-V. Jueptner, résumant les vues de M. Ira Remscu» « le phé- 
noni'Mi'- e>.( facile a f\[»lii|ii''r. l/altraclion que l'aimant exercc SUr le fer 
du r<'"< i[ i' fif met olistaele à la «lis-^olnf ioTi (]n m Tîn'nie fer et (>ar suit*' à h\ 
»<'|iaration du cuivre; il en résulte que la quantité de cuivre *!é|iarée est 
invenicmcnt proiK>rtîonncUe à l'attraction luu^nélique. Ainsiî il est évident 
«|ue, dans Texpéricnce précédente, Tattraction magnétique au pâle même 
CHt hU|i< i ii'urfï à l'action des forées rhimi<|uc8 : le fer ne pouvant se dis- 
soudre, il e!»l itiifiiis^ihl,- qiii> |,> niivT.' >e sr|i;iii'. A mesure cju'on s'éloijrne 
du [)ôl<>. I';h tion ma^'iiétique diminue; la quantité de fer dissous augoieute 
avec ia (jiiaritilé de cuivre déposé ». 

M. i*. Janei ('), partant de la relation incomplète (i i), a énoncé cette 



M I s 1 <' ti I ,iUv<» tant rémmivt dant G. Winn 

I. III, i/c 

(•) Vtlir Afti-in rhimiriue dans un champ magm'liqut ( l.a Lumière éttctriçue, l- IV, 
p. tiA; tWi I > I ll.-V. JvKPT.NBli» L'influence da maf^nitiimf sur te* métaux au point «te 
vue éteetroh itf/itr (ta Lumière éieelrique, t. X, p. i(°>9; i88i). 

<M I'. J«M T. De l 'influence du ntngnciitme tur ie$ pkénontineâ ckimiqufâ {Journal 

de l'itjtitjuc, a' iw-ric, l. M, p. a8<j; 1887). 
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proposition qui, QOIM rii\!iii< vu. p^t ^^ninni'ir ii certaines rc'^trictions ; La 
rftnh-tir (h' r/triihinaison ilii fi-r r.si plus ^land)' hors du rlianip nio'^ni'- 
lifjuc que dans a; chantp. Si alors, conforméjncnt aux principes de la 
Thcrmocliimie, on prend pour mesure <le b fectUté avec laquelle une rcac^ 
tîon sVfTcctue la quaniiU de clialear qu'elle dégage, on arrive à une expli- 
cation des phénomènes observés par M. Homsen. 

Ail il>'riii«'r Cnii^^t rs (If TA^'^nciatinii nrihmniqtio, tcnn iHH-' à Man- 
cliesler('^, M. iiovvlaiiil « a décrit quohjues oxpcrienci's n'niiinpiai)les, soit 
personnelles, soil duos à d'aulrcs physiciens, sur l'action chimique dans u» 
cliamp magnétique. Ces expériences ont montré qu'un morceau de fer 
Boutnis à une aiinaniaiion intense étant dissous, dans Tacidc nitrique par 
exiMMple, les parties les plus fortement aimantées sont a demi protégées et 
sont moins rapi'it'tin iit altaipiées «[iif l<'s autres. l'ar excmpli'. les anirN's et 
les arêtes se trouvent dans ces conditions protectrices, tandis qne les parties 
concaves et les parties planes sont dissoutes les premières ». 

L'explication adoptée est identique à celle qu'a adoptée M. P. Janet. 
M ... Il est évident que la diseoitttîon du fer, qui se détache au voisinage 
d'un pôle aiitKinlé, produit moins de travail que si ce fer n'était point 
aimaotu; pur conséquent, la tendance protectrice de l'aiuiautalion était à 
prévoir 

Nous nous sommes proposé de donner des phénomènes précédents une 

tliéoriequi ne reposât point sur l'égalité ineonq)lète (i i)et (pii, surtout, ne 
fil ])oint usage «h;s prtfici|H'> riiixir-v de In Tlierrnnrliinii'' ; oii v.iil .iNjniir- 
d hui que la possihililê d'une reatli<Ki ne dépend point du signe de la quan- 
tité de chaleur «prellc met en jeu, niais du signe du travail non compensé 
qti'elie engendre; qu'il ne fout point par conséquent prendre pour mesure 
de la facilité avec hupielie une réaction se produit la grandeur du dcgage- 
n)enl calorifiipie qui l'aceouqiagne, mais plutôt la grandeur de la dinu'nution 
•pi'elle fait subir ;tti jifit<"nti< I tlierinodynami'pie. Dans cet ordre d'idées, on 
peut oblenii' quelques résultats qui sont les suivants. 

6. Comme dans l'étude qui a fait l'objet du paragraphe précédent, il 
importe de distinguer deux cas : celui où le système ne renferme qu'une 



' I ("ilivcr J. I.ootiK. Sketch of the principal eleetrical Piipfn i rnif hefore Si'clion yl 
tturinf the late Xleeliiif; of the Ûritith Atiociation al Manritetler 1887 (Jilcclrica/ 
Mepiem, %i Mptembre i$l>7). 
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masse mii;^ni<'-ti<|u<- doiu'c de force coorc-ilivo et soiimUe à une action clii- 
iiii«lM<'. <•! celui nn I,t ina<s<' soiimisr' ;'( r.irtioii rhimû|iit> ost une niassc 
dt'iiuct; de force coercitive cl soumise ù I aclion d ainiiints pcrinaiieiits. 

CommcnçoDs par doimer une rclaliaD générale qui s'applique égulcmenl 
à CCS deux cas. 

Supposons qu^une particule superncielle de la masse magnétique ayant 

pour vnjiiine //j'v/>' (/;, dniit r,iiîii:iiitalion ii yiour coiiip<ts;tiilcs i , \t',. 
SI' «lissolve de manière à iloiiitor un liipiide non maj^nélique el suit n'in- 
placéc par une parlieulc non niagnéliquc. Si V désigne la funclion poten- 
tielle magnétique en un point (x, s) de la particule dxdydsy il est aisé 
de voir que le potentiel thermodynamique du système subira la variation 
suivante : 

dS2 — E«/( l - Ts ) + cAV — A ^^V, t «S, -f- ^ '^"îrj '0 - (-^l*- ) ^-^dyda. 

Si le système n'était pas aimanté, la même réaction lui ferait subir la 
variation 

</,a = E</(U-TS)-i-rfW. 

On a donc 

(i3) = - ^ l '^^ f vu -+- j + -n^'IV )J ily ds. 

Dans le cas où le corps dissous est un corps doué de force coercitive^ il 
est impossible de préciser le signe du second membre. Mab, si le corps est 

fornj»' nvr Tune (pie]con(|U(; des suli^lancfs luagnéliipies on f!i;uua{jné- 
lit^ues dénuées de force twrcitive, on peul démontrer, comme nou.s l'allons 
voir, que le second membre est positif pour les substances magnétiques el 
négatif pour les substances diamagnéliquesy ce qui permet d'énoncer la 
proposition suivante : 

La dissolution dans un nktcti/ d'une masse magnétique dénuée de 
force coercitive et placée dtuts un champ magmatique entratne une 
nioindrr tliniirttuion dr potentiel thermodynamique que si cet h' masse 
u'éiail pas aimantée. L'inverse a lieu pour une masse dûimagnétigue. 

Démontrons la proposition pour une masse magnétique; la démoiisLra-> 
tion est analogue pour une masse diamagnétîque. 
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I^s éi]ualiouii de l'iiiduclion niugjiélit|Uf 

* = -AF(.->ll)J^'. 

|M*rmt!ll«iit de donnvr à Inégalité ( 1 3) la îormv suivante : 

Vuttération que t'aimanlcttion de la parlicultf dissoute /ait subir à Ut 
tMwiation éprouvée par le potentiet thermodynamique du système dépend 
uniquement de t'intensité d'aimantation de cette particule. 

Localité 

nous pcriiicl d'ccriiL', eu obscrvaiil que JU. et l'\jn, ) oui de.s signes coii- 
slant», 

vtant compm entre o «t dH. On u alun, au lieu de Tégalité (i4)t 

Ou voit alors directement que {dù — d^ Q) bera certaiiiviufiit pusilif, si, 
pour tonte valeur de |a comprise entre o et ait, on n 

ce ijiii aura lieu poui- loules les subsUiiices iiia}4iielH|ri( > c<iiMiiie>, |iui><|u< -, 
pour loules ces substances, lors(|ue l'ainianlatiou croît, le cuellicienl 
d^aimantation croit faiblement, dêeroU ou demviirv constant. La mémo 
quantité sera négative »i Ton a 

U.-Fac.dtr. L.i4 
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cotjuia lieu jiour IouIi-.n les suliîiUucvs (liuiiiagiiéliqiie!^ j>our Icsquolloi. la 
fcmctioR magnclJsanlc est indépendante de raimantalion ou décroît on va- 
)(fur alioolue lonu|Ut' raimantalion croît; on bien encore pour celles pour 

l<*»<q(ioIlos elle croUniit en valeur aliMiIue aM>e raïmantation, mais pas assr>z 
l'a|ii<]eiiH'iil pour- jtassiT du simple au «iouMe. 

La iiruj><i>iiiun <[ue nou» avon» èuuncée t<»ul à riieui'e esl ilone <jéiuoii- 
tiw. 

On voit de plus que, si l'on n<%lig« rinflu«ncc di' l'aimantation sm' la 
roi>flIcinut d'aimantation, on aura sunsikiemcnt 

(A2 - r/, a = dj- dy rfs. 

I.n illiiiintilion IjUesul'il Ir pith'iilii'l llifriinidyiiainif/d'' par hi tllssoliilii'n 
ilr 1(1 prirtii itir aini'ittli'i- rs/ i/''U//'l//t lii<>i li'll-f ifitc V n'niuilililthili (Ir 1(1 
jxirlirulc c.sl plas cin'rgKjui' ; Iti (jitniilili! ((uni cc(/(' (iiniaiildlioit rat w 
f'si sfnsibiemcnt proput*tiotmeUe au carré dtt l*inteii»itè d*aimaiilation 
tif> la particule, 

(les «liviTses pioposilious ilouii -iii la t1i:*t>rio d»?* pliênomi'iK» olworvé» 
par M. lî' iiK l'tï ■( pur \|. Itowlaiid. 

Su|>|ii>si>us ipi4' (/,Li Hoii iiégalit, c'i*Hl-a-«Jii'e «jiie la sdti.slaace c'uusidéri!'!! 
puisse se dissoudre dans le liquide considéré, lorsque eetle Nibstance n'rsl 
|Ki8 aimaaiét^ 

Aimantons msiinleiianl la sulisiaiice. Si raimantalion e«tanczénei ^:i(|iie, 
//Il p'Hirra. ati\ p<iiiil< nii 1 iiUciisilé (rainiaiilalioii e^l ass'-z triaM<le, de- 
veiMi' [Mtsilif; on ce:^ points, la ilissululiun de lu suliMance niagnélique sera 
impossible; dan» Texiiéricncc de M. Uemsen, le cuivra ne se déposera pas 
en CCS points; c'est ce qui arrive au voisinage des [>ôk's d'un électro-aimant 
énergique. Si réleeiro-aimatii est plus faillie, //ti demeurera négatif cn lout 
point, et, comme Ta constate M. Ucm^icu, le cuivre |iourra partout se dé- 
pose i-. 

S il existe dos rcgiuns où tlil csl positif, c'esl-à-diie où le tuivie ne peut 
se déposer, elles seront séparées des régions où dû est négatif cl oîi Ton 
peut observer un dépAt de cuivre, par une ligne le long de laquelle on 
anra 

da=o. 
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c'e»t-4^-dirc, d'ain-cs t'êgnlité 

.iR. = comt. 

La ligHf de séparation vntre les régions oA tr cuivre ne se ili-posr pas 
et les régions oà il se tlêpose sera^ non peu une ligne êquipotentieUe^ 
mais une ligne d'égale intensité magnétique. 

Admettons f|uc )a viiossi» de rvuclion, nic'»uKf dm» rcxpériouei' di.' 
M. Romscn par répaiss*-nr du (l(''|iôl de cuivre, dôpondv sculemcnl de hi 
diiiiinulioii <l<' poloiiti»'! lliiTiiifMlyiiiin»i«[ti • n ctoi^^' ;ivfc la «(raïKli-iir de 
cette diiiiiiuitiun. Le» lignes UVgale i''paiss*-iir mm uiiI duuiiées» par l'èquiiliuii 

àH const 

ou bien, d'après Tèquitljou (li)^ pnr ré(|iuUion 

.ta 1= consi. 

Les ligiirs le long desquelles le dépôt a une épaisseur constante sont 
des lignes d'égale intensité magnétique. 

Pour une sahstonn- mtfjnrliquc, dont le eoejfieiviil if%iiiit<iiitation 
t-niif i>rii fni'i- riDlciifiilr iV aiinmilntUni , Vi'-pfiiasi'iir du tii'juU fii un 
point l'sl d'autant plus grande que f'aiuiaufaltun ext moiiidre en ee 
point. 

Uti olili«-iil aiii>i une llieuiie qui reu<l cuitipte, d'une fiiv'uii piécitie, de» 
principauv phcnomcncs observés par M. Ira licmsen et M. Rowland. 

H nr. — Chalanr digagte durant la déplaeement d*uiiA idmm magiiétiqiie. 

7. Vhot'doiis niaiiilt'iiaiit rèliKle di- la quantité de cliali-ur iiii.-r enjeu 
luixpi'on di'-pl:iec dans un champ niagiictiquc une masse magii<'-iii|uc dé- 
nuée ou non de force cocreitive. Sujiposons qne cette masse magnéU4|ni*, 
placée d^abord â dislanee finie des autres aimanls qur- renferme le système, 

s'ni «'•loit.'ni' ensiiili" iiilininn-nt . el f;ii«>ii< usairi- <\r l"<'tr;iltt<'' <<) '<. 

Keservoiis l'indice ^i^ auv uuuaiil^ qui denn-urenl iuiniobiles cl lin- 
dicc (3) à la masse déplacée. 

Soient 

iff>i la fonction potentielle en un point des aimanls (1) du magnûlisnie dis- 
tribue sur CCS aimanls; 



p. bi lu v. 



V,. la ToiM tioii p(>(<-ii(i<-|li> <-n an point de la niasse ( du magnétisme di«- 
li ihu»' sur (:<-tli.' iiia>S4:; 

t», ta fonction potentielle en un poînl de h masse (2) du magnétisme dis- 
tribué sur les aimant» ^'i ^ 

Sous aurons 

-T= - / I"*-! , - - >*i-r^ -«- £|-r-^ 

'. Jj t >i}t ' 

Sii|ip<ts(iiis (|ii<' la iiiass)- (|t'|ilac<-<- soil iiii aimant pi-rniaiitMil. I^c pn-niii>r 
. ! |f tf 'tt<i''-fii<' i.'rni - ij.- '■iihirnrit il.ins !<• (l<-pl<ic<>menl aucune variation. La 
\alt'iii- tinali' <ln scc<»nfi Icim*' -i'vn u. Ia" lei'iut; 

Eai - TS ) 4- w y .f ( ;»R > rfi' - j r ^ j!'' * df 
ne subit aucune variation. L e{ça1ilè (9) devient alora 

I.it i/nfinlili' di- rliairtir di'^a •^t'-i- rsl simp/ffiif/if »'i^ui\'ah'itli-, dans rr 
ras, au Imutil '•jjrriur par h x fn/ r/'s- inh-i irtirt's. 

( ti'-.ti|r;ir |i<iii\att "-t" iT;i[Hr- |>fiii<"i[i4'^ .111 < I (hi (ilia- 

pilir t, pnis<|n il s a^il k i <J nn «lôplacrinrnl sans cliaii^cniciil <fV>lal. 

Oinsidérons maintenant le cas où la masse déplac«^e est déiiuéo ilu kncc 
c<»rrrltivc'. Dans ee cas, la valmr lînalc de 

se réduit, puis<|uc la masse, éloignée à Tinfini, n'est plus aimantée, à 
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On a donc, on vertu do rôgalito (<)), 

J '»! ( iTc ) rfr, — T J ^ </» i. 

Nous uvuns dojà dUculc, au § ill, lo signe du second iiuMul)rc do coUo 
égalité. 11 nous suffit donc de reprendre ici le résultat de cette discussion 
pour pouvoir énoncer la proposition suivante : 

Loraqu mif substance t/iag/ictùjuc {tnais non diamagiu'liquc) se (rom r 
soumiae à l'action d'aimetnts et lorsqu'on réloigne ensuite à l'infini, 
file absorbe de la chaleur si son eor^eient d'aimantation diminua ou 

tlfnif'uit' ronslnnl lorstjw !>i IcnipiTnliirr irait. Kii th-fiors <li:s rondi- 
tions ffi/c rintis ri'tions d'riKJiirrr. f>' sms du pUénon>i'nf lhrinii(im' pro- 
duit dans rr\ rirron.stanrrs nr prut i-trc pn-s ii sans damiers numériques. 

Sii" ^^ . TliomsoM ( ' ) il oiioncô la |)ni|insiti<in suivaiito : A iir inassr nitt- 
jiui'tiqui' (^ui' f'rm tHatiine d'aimants perniani-nls s'ériiaiijj'e si san <'in-J'- 
jifivnt d'aimnnfatlan croit aicc la trniju-raturt' et s*' ri'fruidil si sun 
car/jiricnt d'aimontution diminue lorsque la température croît. Lin- 
i'ftve aura lieu pour une masse diatnagnètique. 

CoHo [H'opositioti ost d'actord avec la prôct'-donlo pour !<• cas d'uno masse 
iiia^n<'-(i(|uo donl le cocnici*-!!! friiiiuaiilatioii iliniittiii- lor-^qu*' l;i I^'iiipora- 
lure croil; niais l'accord s'arrêlo ià. I^orscju on éloigne () aimants perina- 
nenis une maMe magnétique dont le coefficient d^aîmantatîon est indépen- 
dant de la température, la quantité de chaleur dégagée est nulle d aprt*» 
Sir W. Tliomson, tandis qu'elle est négative d'après la proposition précé- 
dente. 

iNous horniTons à « es reuiarqucs nos reclierchos sur les pliénoménes 
thermiques produits au sein de systèmes qui renferment <lcs ainianiK. 



(■ ) \V. Thoin»on, cité pir Mascabt el JoiiKaT. Traiti d'Èltetriciii et 4< MagtUUtme, 
I. I, p. 71a. 



L.iin p. Dunu. 

M. Slclan (') cl M. WHnniuUt (*) ont examina, au point f]« vue «le U 
Tlionnodynamiquc, rinflucnce qu*cKercc Taimantation sur la chaleur sik'>- 

cifique et sur la chiili-ur «li- rotnpn'ssion d'un corps: mais, pour les suiviv 
dans cri ordre de i't>«'li(M'clics. ]| iimis faudi'ait (''ludicr li-s di'fi ii inalioiis des 
corps aiiiiaiiti's ; nous n'-scrxons pour un Hutri' Mémoire l'cxaiucn d<'s pro- 
lilcuics où ligurcul ces dcfurmalions, nous limitant dans celui-ci aux ques- 
tions où los corps aimantés peuvent èlrr regardé» comme ri|^idcs. 



i'i STlsr*s, SilSHnffsberiehfe drr Wiener Ataitemie, i. LXIV, II» Parlïe. p. mg; 1*71. 

I*) WiszuiTii. Sit:nii^'s/tfrr fi!' 'fi-r ll'ii-m-r .liiitifinif, I. I.WW. l'. v<(- i'i8»t'i: 
l. lAWM, j». ViyiiSSar; I. lANWII. p. BiO**»''/- ^ au»-! G. U tcuKM.v\>, iJ<f 

Ltkrt der EiétktricUtU, t. III, p. ;H3. 
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CHAPiTllË VU. 

PHÉX0.>1E\ES ÉLECTRIQUES Al SI IX D ( \ SYSTÈME QUI RENFERME 

DKS AI>I \MS. 



M* — PotaDtMl tliwiiiodyiMinique d'un système .qui vaiifetm* de* ootp* 

«]«etriB6« ei des «inuikti. 

1 . Jusqu^ici, nous avons supjMsc que les aimanls éliuliés par nous w 

porliiioiil aiiciiiic <'li:ir^c clf^ctriquci nous allons nous (l«''pat'lti- nialndMiiint 
<1<' ci'dc n'-^tf-ictiiMi. (!<• inauir-rc à |tMiiN'«ir l'tinlii i- ([ticl<nii's tjin'.-lioiis iiilt'-- 
iTssanlcs qui se rallaclicut aux lois ii>' la (lislriliuliuii éU'clriquc sur K*:< 
rorpo iiimantûs. En mvinc tcni|>$, nuu^ |ir<'| titrerons ainsi la voie k VvUulv 
de rÉlectroniagnélisme, qui fera l'objel d'nn autre Mémoire. 

Le |)ii'niirr itroblènn- t|ni' nous avons à résoudre fsl (•< liii-< i : lurimT 
I'<'\|n<'ssion ihi |iol<Milii | lln'i hI\ [iiunu|iii' iiitfi in' d iin syslènio n-n- 
rcnii'- (l 's aiiuanls et de» coqis clcoli i-scsi sur k-squels les char{j»'s éli'clri«juc» 
sont inniioltilcs. 

La forme du polenlîct tliermodynaini(|ue interne d'un ryslèmc à l'étal 
neutre nous étant connue par le Chapitre 1, nous pouvons èeriro, en voa- 
s.M vant Ifs noiations nni>loy<-cs dans les Chapitres précédents, qnc l'on a 
en {général, pour un «i^slèiiie êlcclrisc, 

(0 i = E(tï-TS) y ^(.1R.)i/c-i-;^', 

y étant une quantité qui devient égale à o si toutes les charges élcciri<|ue9! 
du système deviennent égales à o, et tontes les autres quantités ayant la 
valeur qu'elles doiv«-nl avoir dans un sysli-ini' ol>L**nu en aincnani à IClat 
ni'Ulri' sv^u'-MM' doiuio, san-^ rîi.nrjfiT la forrn<", li" \<>lnni<', la position, 
l'ainianlatiou, l'élal pliysiquu uu cliiuiique d'aucun de^ élémeuls du s}sti'UiL- 
duiuié. 

Pour déterminer i', suivons la vole que nous avons suivie aillettrs( ' ) i>onr 
parvenir A l'expression du potentiel thermodynamique d'un système éler- 
irisé, mais non aimanté. 



(*) Le potentiei thrrmodynamiifue et tet «fplietilhns, Itl* l*«rlie. 
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('oiiiiiii-iK.'oiis \MV supposer qtjf l'on déplace les uns par rappoil aux 
uuli'es les divers corps tjui ci»nsliliifiit le système, i-u luisMiiil iiivariublL's 
leur volume, lear forme» leur état d^atmantation ou d'clectriBaliou, leur 
état physique et chimique. Dans ces conditions, les actions mécaniques' 

iiitèrieun-s au système cfTectucnl un certain travail e/f ; ol, comuic la modi- 
licalioM cnusidi'n'r cnnslil ne ec cpie r\<*\i< ;i\(nis ap[)elé au § I du Chapitre 1 
tt« déplact'utcitl sans changcinent (fflal, on a, d'après le princiix" éinMieé 
an même endroit, 

Or le travail ds se compose : i" du travail des actions mécaniques qui 
s'exercent, en vertu des lois de (vouloinh, entre les divers éléments élec» 

Irisés du s\sli'nie: -j" du Irns iil des aeliiuis inécani(]u<'s <pii s'exercent, en 
vertu lies lois (le (loulutnb et de Guus», entre divers clèiucul» uiu^è- 
li(|UC's du système. 

Si Ton désigne par Y le potentiel électrostatique, le premier travail a 
pour valeur — </Y, le second a pour valeur ^eh^ona donc 

D^autrc |>arl, ro^çaliié (i ) donne 

l'ur cousèt|uciil, dans tout déplacement sans chan^eiueul d'état, un ii 
el Ton peut écrire 

deuKmrant iii\arial>le l<)rs<pie les <li\L'rses parties du système se d«''plaeent 
les uues pur rapport aux autres, en gardant ii-ur volume, leur forme, leur 
aimantation et leur ctectrisation, leur état physique ou chimique; de plus, 
J' est égal à o lorsque le système est à rêliit neutre. 

Supposons iprune cliarj^e éli'clriipie r/y passe dans l« système d^un 
poini M à un autre jminl M , le coiidueleiir étant isotrope en M et en M', la 
nature de te conducteur élaiil lu même en chacun des deux points, el l'ai- 
nuintntion ayant la même intensité su, en chacun de ces deux points. 

A cette transformation, nous pouvons substituer la suivante, qui conduit 
le système du même état initial au même étal final elqui, par conséquent, 
fait subir à }° lu même variation : 
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Autour du point M, nous découpons une pelilc sphère portant la 
charge dg; aiuour du poinl M', nous dé* nui ons une petite sphère iden- 

mais à l'rtnt tn-Mlro; puis nom di'iilai'Miis li ^; rlivcrscs parlii\s du sys- 
lëinc les unes jiar rapiiurl iui\ inilrt-s sans rien cliaiigcr à leur <''tat, à \cur 
clectrisatton, à leur airaanlalion, de telle sorte qu'à la fin de ce déplacement 
l«s deux petites sphères se soient substituées Tune à l'autre après avoir été 
tellement orientées (|ue raimantation au point M et au point M' :nt ^'ardé la 
iiièiiic direction ({u'aiiparavant, «*i ({lie toutes les autrcs parties du système 

aient repris leur pf)sitit*n jiriTTiitive. 

D'après ce que nous avons vu il y a un instant, J" ne varie pas dans cellt: 
nouvelle modification; il ne varie donc pas non plus dans la première. 
Ain» S' ne varie pas par le pasaagc d'une charge électrique dVn point à un 
antre, si le rondiicieur en ces deux points est isotrope, a la même nature 
cl est aimanté avec la niétuf inti nsitë. 

Suiiposons luaiitlcnanl (pi^inc charge électrique passe d'un point M 
VII un autre point M'. IjC conducteur étant isotrope en ces deux points, 
mais ayant en cies deux points une nature diflërcnte et une intensité d*ai- 
mantaii >i> difL r. nh . r éprouve unc variation Velq. Quelles sont les pro- 
priétés de la fonction U*? 

Hu pi)int M, faisons partir un lon<r (il MN ayant partout la même nature 
et la même iulensitc d'aimantation «pi an poinl M; do même, du point M', 
faisons partir un long fil M'N' ayant partout la même nature et la même 
intensité d'aimantation qu'au point N'. Réunissons les extrémités IV et N% 
qui sont à très |;randc distance du système. Pour faire passer la cliarg:e itq 
du point M nti point M', nous pouvons lui faire suivre le trajet M WM'; 
.« " suhira toujours la même variation Or, comme 5' ne varie ni durant 

le trajet MN, ni durant le trajet N'Kl , ffq est la variation que subit f 
loraque la chai^ dq passe du point M au point M'. 

Dès lors, il est facile de voir «{ue Vf dépend uniquement des intensités 
^rainiantation en M d M' et di' l.i nature des condurlem-s <-n rcs- 
pomls, mais nuileun-nl des en consUuices présentées par les conducteurs 
interposés. 11 est facile du voir eu outre que, si l'on a trois points M, M', 
M' en lesquels l'aimantation a des valeurs difiiErentcs et les corps clectrisés 
des constitutions différentes, on aura 



II. — Fac. de T. 



L.l5 



L.ll4 p. DOIIB». 

M'"f/^ désignutii, d'une manière générale, la variation que subit lorsque 

lit charge dq passe du |)oitil A au point 13. 

De tout cela il résulte qu'il existe une fonetioii f (jn., a, ^, . . .) de l'iiil*'!!- 
silé d'uiuiuiitalion dtL en un poinl et des cocrticicals a, ^, . . . qui duliiiissent 
la nature du corps en ce point, telle que Ton ait 

* 5 =/( Jrc', ii , . . .) -/(ML, a, j3, . . 

ctf par conséqaentt en désignant par p la densité électrique en un point, 

(3) .ï'= j , a, j. ...)di- ^ 3\ 

la fonction âT demeurant invariable lorsque les chargea du lystème cl lut 

corps qui le composent se déplacent >.iijs ( liungenienl dVlat pliysique OU 
eliiiiiirpK- ses divcrscs parties, ni d uiiuantation de scsdivcntcssubslanccii 
niagiiéliques. 

Pour déterminer J', nous caviMigerun:» une nioiliUcalion du système 
liant laquelle certaines de ses parties subissent des changements d*état phy- 
sique ou chimique ou d'ain)anlation, et nous chercheruns la variation que 
subil ilan^ uni* (elle niodincation. Dans c<'tl** iiiodillralion, subit la même 
variation (ju<" drins mv attire ttiodificatioii isolliermiquc conduisant le syj»- 
tt-mc du uièiiie elal initial au même étal linal. 

Voici la modification que nous adopterons : 

1** Nous commencerons par faire passer toutes les charges électriques 
sur l'un des cor|is qui n'éprouvent aucune modiCeation dans cette première 

transf(»rmatinti ; y' »<• var!<'i a [las. 

2* i\ouâ éloignerons le corps ainsi électrisé à une distance inlinie dti reste 
du système ramené h l'éiJii neutre; dans celle deuxième transformation, S* 
ne variera pas. 

'\" Nous sup|)oserons ({ue le système subisse alors le changement d^élat 
pliysi<pie rt cliimirjue et d'aimantation que nous avons eti vue; dans celle 
modifiration, la variation s(ibi«> par f sent é\ ifîi'itimfnt la somme des vu- 
riations subies, durant la même moditiealion, par les fonctions ^"de deux 
systèmes partiels, Tun formé par la partie du système total que Ton a em- 
menée à rinfini, Pautre formé par la partie du système total qui est demeu- 
rée à distance finie. Or le premier système partiel ne subissant aucune 
variation, sa fonction 3" demeure constante; quant au second sy«lèjue par- 
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licl, il e»l à réUit neatrc; sa bnction T est donc cl demeure a o. 
Ainsi, dans la troisième phaK de notre modification, la fonction relative 
au système total ne subit aucune variation. 

'i° Nous nim^'nons <lr l'inlini le corps (jui y avait clc emmené, nous res- 
tituons il riiacun tic? condiii tf^irs les chargées électriques qu'il doit porter à 
la fin do la modification; -f" ne suhii encore aucune variation. 

De tout cela, nous devons conclure que ne varie dam aucune modifi- 
cation, ce qu^cxprime Tcgalité 

(4) ,f*=:con»t. 

Les égalités (i), (a), (3), (4) dclcrmincul î. Si nous posons 

/(o,«,^ ..,)=•(«, p, ...) 

cl 

/(3H.,«,^, ...)=•(«,!». ...) + ff(3ll.«, P. ...). 

nous aurons 

J = E(L-TS) r-"^ hV 

+ j [^(•■'R-. a» A» • • •) + pS(''R-. «. ^. • • •) ;3, . . .)] rf»' "l-const. 

Telle csl l'expression dupolenliel ihermodynamicpie interne d'un sysli im 
èlectrisé cl aimanté. 

Il faut bien remarquer que le raisonnement qui nous a conduit à ce résul- 
tat suppose que les actions in ternes d*un système éiectrîsê et aimanté se ré- 

(liiiscnt ntt\ nrMons mului'llo> à^^^ pnrliciili"; niaîîMé(i<[Hi"< ;iiiv jutions 
mutuelles des parliciiles éieclrisées doiinéis par la loi d<' (iouloinh. S'il 
existait une action mutuelle des particules aimantées et de> particules éiec- 
lrisées, le potentiel thermodjrnamique contiendrait un nouveau terme qui 
iwrait le polenliel de ces actions. 

$ n. — Équattoas de réqnlUbiro élMtiiqiia at de l'équilibre magnétiqna. 

2. Cette formule étant obtenue, proposons-nous de déterminer les lois 
de l'équilibre électrique et de l'équilibre magnétique sur un des corps du 
système supposé conducteur et dénué de fr)rce cocrcilive. 

Pour déterminer les coiulitions de l'écpiilibrc électrique, nous allons su[>- 
poscr qu'une cluirgc dq passe d'un [x)inl M du système en un autre point M', 
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cl nous égalerons à o la variation subie par le potentiel thermodynamique 
înlernc du système. Soient 

V la fonction potentielle électrique nu point M ; 

V' la fonction potentielle électrique au point M'; 

c le coefficient positif et constant qui Ggure dans la formule 



par laquelle on »'X|>rinic l'action mutuelle de doux diargcs clcclriques 

ft la distance r; 
3fL rintcnsitê d'aimantation au point M ; 
00/ rinlcnsilc d^aimantation au point M'. 

La condition dont il s'agit sera la suivante : 
(ti) « V + e(a. ...) + $,'(311, «, Jâ, ji', ...)-»-},■ (ait', 

Si ratmantation était nulle en ces deux points, on aurait 

îV-(-©(a, p, . . .) =£V'-f-e(a'. 3', . . .) 

Im iliffi'rcncc dr m\ rau potentiel i-nt/ r diui.r points d'un conductt'iir 
l'-lrrtrisë et aimanté varie avec l'inlensilv de l'aimantation en ces deujc 
points. 

Co théoiviTir n'.i rii'ti fjui iiott^- doive «iirpr.'iidi ■■. I,'iiitcnsit«Mraim;itilii- 
lion en cluMpie point OlaiU un des paranièlics <jiu di-linissonl i i-lal du sys- 
tème, il esl siiiiplciuent un cas particulier de celui-ci : la diflercncc du ni- 
veau potentiel entre deux corps «ir-pcnd de rêlat de ces deux corp». 

Iiouiar'(|uonsquc la variation donlil s'a^'it ii-i suppose ipi i n iaisaiit vaiit-r 
l'ainianlation, on miiftiliontie invarialdcs la di-iisilo. Tt-liit physicpu* ol clii- 
liiiqui' du conducteur. Si l'on fait varier l'/lat «raitrisitilalion (Pun ronduc- 
leur en niainleuanl cunslunle la pression (pi il supporte, ses dinii'nsion.s 
varîenli ainsi que Ta montré M. Joule. Il en résulte en ses divers points des 
changements de densité et, parlant, entre ces divers {Hiints, des change- 
ments de difr(''n>n(:<- de nivoau potentiel qui ne sont dues qu'Indirectement 
au changement d'ainiantaUini >•{ qui ne sont point considérés ici. 

Suppoiionii que le conducteur «lu point M' soit foi-uié par une sub;»tance 
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non magnétique. On a alorg 

a: ...) = o. 

Soit D la différence f)e niveau potentiel entre le point M et la substance 
non magnélique qui se trouve en M'. L'égalité (6) peni encore s'écrire 

(7) f D sB'CaV P'. . . .) - e(<i» . . .) - «I Pi . . .). 

l'our délermiaer les conditions de rêquîlibre magnétique, faisons varier 
de S«^k, Sa, S@ les oomposanlcs de l*aimantation à Tintérieur d'un élément 
de volume du système; soient -Ç la fonction potentielle nin^méti(|ueetp la 
dr-nsitp ('1. t tri([no on ce point. Le potentiel thermodynamique interne su- 
bira alors la vajiatioa suivante 

<«) :^i^^'^iz)„.d^.b 

Imi égalant à o celte variation, on obtiendra les conditions cherchées. 
Si l'on pose 

on. 



ces oHiditifms seront 



(9) 



A=-AF(3ll,p,«,|a, ...)^» 



(lis égalités montrent que fa fonction magm-lisanti; en un point d'unr 
subxtaïue dénuée de force coi-rcitUe dépend de ta densité électrique m 
ce pointt théorème que nous (louvions, comme le précédent, prévoir 
a priori» 

La comparaison des égalités (7) et (8) donne 



(y) 



'gai- àfl¥(liti>',9, «, ...)J' 
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relation remarquable entre la variation de différence de niveau potentiel 
•'Irc ti irjdc par Taimantation et la variation de la force magnétisante par 

rcl<'clris<ition. 
(^lle relation peut s'énoncer ainsi : 

Lni sque la ff ensilé électrique i>arie en un point d* un corpt aimanté, ta 
fonrlion niagnélixanlr .iiifift ili's rnrinlions; ces t'ariations sont de 
nièntf xi fine que celles que subit, par l'ejfet d'un acerois.sement de l'in- 
ieusilc d'aimantation, la différence de nii-eau potentiel entre ce corps 
aimanté et un corps non eùmanté qttetetmque,. 

Le quotient de cette dernière tniriation par V intensité d*tûmantation 
rst proportionnel é ia variation »ubie par l'invene de ta /onction ma- 
gnétisante. 

Les considération» précêtientcs poun'aicnt servir de base à une étude ma- 

(hrnialir{iic complète tic Toquilibrc simnllnnc de IV-loctricité et du magné- 
tisnu*. Mais la lontriioiir el l;t cornplicalion de celte > tiiile T»';»uraienl même 
pas pour excuse l'iinporlance du sujet, puisque ju&cju'ici il n u donné lieu à 
aucune recherefac expérimentale. Aussi, laissant de côté celte étude, nous 
nous bornerons à l^examcn de quelques questions ayant un intérêt physique. 

I m. ^ mfluonoe de l'almantatloii. snr la foroe ^leotromotrieo d*nn» pilo. 

f ^uTisiiliTori'!, en proînier lien, un inot'ci'nii il^ fi-i i]nu\ y],if r dans riii 
rliaiii|> iiiajfiH'tupie et plonj;*' dans une solution <1 un î^el de 1er , de sulfate 
de fer par exemple, dont nous négligerons les propriétés magnétiques. 

Considérons à la surface de ce morceau de fer en contact avec la dissolu- 
tion denv points M et M'. Supposons qu'une (piantité dVIcctricité «f^ pnsso 
du point M au point M' au travers de la dissolution, (le déplacement en- 
traine la rlissolnlion au point M d'un poirls de fer et \r' dépôt au 
point M' d ini jioids de fer égiil, A élaul une cousianle positive proportion- 
nelle au poids moléculaire du métal. 

Pour que l'équilibre électrique ait lieu sur le morceau de fer doux consi- 
<léré, il faut en général que la modification virtuelle précédente, qui n'en- 
traîne aucun travail externe si la seule force à lafpiflle le svsfètne est soumis 
est une pression normale cl uniforme, n'entraîne aucune variation du po- 
tentiel thermodynamique interne du système. 
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Or on a, d*apris régatité (5), 

= E//(U — TS) -hd\-h tt.J 

[.f (an, «t, 0, . . .) H- pJjH^R-. «» P. — ) -*- p »( «. A. • • . )1 

Calculons ks divers termes du second membre de celle égalité. 

La disflolntion en un point d*un certain poids de fer et la prcdpitalion en 

un autre point d'un môme poids de fer, (pic nous supposerons pi'écipité 
dans un êiai physique et chimique idenliquct ne peut faire varier le terme 
(U~TS>. 

La variation du terme Y est donnée par la formule 

V t'iaiil l:i ronrtion potentielle électrique au point M et V'ia fonction po- 
tentielle électrique au point M'. 

La variation d.7 du potentiel magnétique est la somme de deux autres 
variations, Tune due simplement à la suppression d'une particule de fer X dq 

au point M, l'autre de l'addition d'une particule de fer éyale au point M'. 
Étudions d'abord la première variation, l a ]>articule de fer de poids 

'kdq enlevée au point M occupe un volume è étant le poids spécifique 

du fer. Si c ette suppression ne faisait point varier TaimaRtation du morceau 
de fer, elle ferait diminuer^ de 

-l-, «i!., Z étant les composant<»s <h' l'aiinantrilion en un pftint ~, inl' - 

ricur au morceau de fer doux et intininienl voisin du point OR, et V la lont- 
lion potentielle nuigrtélique au même point. Mais, do plus, celte suppression 
fait vaner la forme du morceau de fer doux, par suite ratmanlaUon en 
chaque point. Si Uka, S,, composantes de Taimantation au pointa?,,^,, s, 
du fer doux, varient ainsi de «/«t^, dilktt ft^tt Sf ^^rie de 

rintégration s*étcndanl au volume entier du fer doux. 

Si le fer qui se préci|>ile au point M'est parfaitement doux, il prendra 
une aimanlaliou ayant pour composantes «U', vk', et la deuxième partie 
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de la variation de .7 aura pour valeur 

le k-i'iiK' 

rf y [^(ai, «, p, .. .) -t- p ^(30., «. . ..) + 

aura |iour valeur 

[.t(.>n.', a, ^. . . .) - .7 (;>a , a, % . . .)] 

^ f ik] ^ic,^"^**^ -K3,rfS,)rfi'. 

On ti donc, ca résume, 
rf^= 1^ /,^i'^H-tiv^H-c'^'j4-^(;)rw',«,^....) 

Mais, en vertu d«« égalitis (8) et (9), le dernier terme se trouve être égal 
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à o. LcB mêmes égalités donnent 

' 7)7' ^ dy ô7)^~ hW.o-r 

En t'jçalanl h o l'expression |>récétJenle de tU^ on trouve 

(M> «V + î [.fC3it,«,p. ..0- y^.r^^ ^*;* ^_^] 

»,'<>)rw',«.;a....) ^ [.îCJrw^^ia, -)- y^ja,.;- , ; ^ ;- ;:,^ ]; 

telle est la condition d^éqnîlibre que Ton obtient en envisageant une modi- 
Itcalion virtuelle dans laqudle Pélectridlé passe du point M an point M' en 

traversant IV>I<Tlr()lvi.'. 

Si I on suppose, au contraire, i|ue 1 éleclricilé passe du point M au 
point M' eu traversant le fer doux, on trouve la condition d'équilibre 

(la) eV + },'(3R., «, (à, ...) = eV'-H j,(aR.'. », ..,). 

Ces conditions (i i) et (12) ne sont pas compatibles en général, car elles 
exigent que Ton ail 

ce qui n^aura point lieu ordinairement, à moins que Ton n'ait 

Ainsi, *iune maste de fm" doux, placée dan» un champ magnétique et 

plongée dans un éfccfroly/r, prèscnle la même aimantation pI la même 
drnsitr t'irrlriqur m tnii\ ft's points de .ia <ttrrffr<-i\ /'rquilibn' rlectrif/ue 
sera possible sur cette masse; si ces conditions ne sont pas réalisées, 
l'équilibre électrique aera en général impomible: dee courant» particu- 
laire* Rétabliront d'un point à l'autre de la ma^. 

Supposons dorénavant ta densité électrique assez faible |K>ur pouvoir né- 
gliger le terme pÇ{Sfii) et demandons-nous si le courant particulaire ira, 
au sein de Tel -c tr ^lyte, du point M au point M' ou du point M' au point !!^f . 



L.122 P. itiiir.M. 

On s:>il (ju'il in», au travoi-s de l'olortrolvlc, du poiul M' au poiiil M si, 
dans CCS condilious, le iravail non compensé cireclué sur son parcours loul 
entier est positif. Or ce traTaîl non compensé a pour valear 

Négligeons les variations de la fonction magnétisante avec l*aiinantation et 
posons simplement 

F(m) = F. 
La quantité précédente deviendra 

On voit alors que le courani ira, au Iravers de réleclrolytc, des points les 
moins aimantés aux points les plus aimantés; en d^aotres termes, les régions 
les moins aimantées seront électronégatives par rapport aux régions les plus 
fortement aimantées. 

Dos considérations «rmlilulilcs s'a|i[>lii[uent évidemment mu cas où les 
points M et M' apparlietidiaieiil à deux morceaux de fer doux distincts. 
Ainsi, si dam un sel de fer on plonge deux morceaux de fer doux 
inégalement aimantés par an champ magnétique, le plua fortement 
aimanté sera éleciropositif par rapport au plus faiblement aimanté. 
L'inverse aina IIihi pour un ror-ps tlintfn/frnédque. 

C(î pliénoiuène a été const<»t<', i ri pn'mii r lien, par M. GfOSS ('). Ib onl 
été vériliés, plus récemment, par M. llowiand {- >. 

Il en résulte évidemment rpic la force électromotrice d*une pile qui ren- 
ferme une électrode en fer doux ne doit pas être la même suivant qu*on 
place celle pile à rintéricur d'un champ magnétique ou en dehors de ce 
«■h:ifn|) M. Paul Janet (') a, le premier, déduit celle conséquence d'idées 
théoriques. 

(•) TK. Gsofis, L'tbtr eine ncue EntslehungiweUe gaiffoniscker Striinie dttrch Ma- 
gHttitmtu { Verhandl. d. phy*. <r««. j'a Bwiin, p. 33: i3S5. BeibUuter, t. iX, p. S{o; 
lS85. et t. X, p. 4«S; iNS. Sitzttn/ftberiekie der Wiener Akademiê, 4* série, i. XCfl, 

p. iSHG). 

(') Oliver J. L«i>oE, Skvlch of the prmcipal ctecirical l'aperi rcad htjore Sec/ion A 
diirinf,' ihc late Mefting of tke BriUth duoctotiom tU MtuuheHer 1SS7 {£leetrieat JU- 
vieu-, 'il septemlin: 187;). 

(>) I'. Janst, t'injtutnet da magniiùme tur Ut pÂénomine* ckimiquût (Journal 
de Ptytique, »* tétit, t. VI, p. «86$ iSS?). 
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Los principes prccêdcmmcnl posés porincltent de Irailer Irt-s coiiipli-lf- 
mcnt la question soulevée par les recherches de M. Paul Janel. Supposons 
que le fer doux forme Télectrode négative d'une pile dontl*élcctrodc positive 
est formée d'un niéial non magnétique, de cuivre par exomple; nous sup- 
poserons la pile placée dans un champ magnélique et la forme de ce chon)|> 
et de réleclrodo de fer choisie de telle sorte rpif^ raiinaiilation do réhîclrode 
de fer soil uniforme; nous supposerons, en onLic, la ijuantilû p9'(Jrw) né- 
gligeable; de cette façon, nous serons assurés qu'il n'y a pas de courant» 
particulaircs d'un point à Faulre de la masse de fer doux. 

Cela plant, supposons iprone char^M' électrique dtj passe du ferau Cttîvre 
au travers de la dissolution : un poids >, r/y do f* r « st di<soii«: un poids 
équivalent de cuivre est précipité. Dans ces conditions, le potentiel thermo- 
dynamique total 

du système subit une variation qui, pour Téquilibre, doit être égale à «. 
Si l'on distiii^'ue par des accents les quantités qui se rapportent au cuivre, 
on obtient ainsi régalité 

o = (iV'-i- Ô'- iV- %)dq + B<f (U -TS) -t- <W - 5 [j(ait) - «t ^i^^ jrfï. 

Si la masse de f< i <lnii'c et la niasse «h* cuivre étaient en omitael j>ar au 
conducteur et non par un éleelrolyle, la ruudilion d'équilihre serait 

,v;-»-e'-£V,-»=o. 

La quantité 

C = t(V'-V)-e(V',-V,) 

est, d'après la théorie de la pile constituée par les lia vaux MM. Cïibbs 
et H. von llelmholis, la force élcctromoirice de la pile considcrcc. On a 
alors 

C rf»/ = - E rf{U - TS) - rfW H- J j^^rf (iML ) - 3R. iîi^ I cAy. 

Supposons vcWf pile sotrstraite à l'action du rlmmp magnétique, elle aura 
pour nouvelle force eleclroinotrice la cpuiiitilc i., , tlonnée par 

On a donc 
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Si l'on place dans un champ magnétique une pile renfermant pour 
électrode aégatwe une meute de fer doux su-urptihle de t^aimanter uni- 
formément, la force électromotrice de cette pile subit une tfariation qui 

dépend c rclusi^ enirnl de la nature du fer doux et de Vintensitè de son 
niinunldtion ; Vrffi't i-hativ:e de sens sans c/umger de grandeur si l'élcc- 
(rode en fer doux est prise pour électrode nègatii^'e. 

Si Ton désigne par (x iinr^ certaine quantité comprise entre o et Sttft Téga- 
litc précédente peut s'écrire 

On voit alors que, pour toutes tes substances magnétiques connues, f'ai- 
mantation diminue la force éleclromolrice de la pile si la substance 
magnétique forme l*éleetrode négative et l'augmente si la substance 
magnétique forme Vélectrotle positive» L*inverse a Heu pour tes sub- 
stances diam agnét iq ucs . 

Si l'on n«^frli<,''' variations de la fonctinu magnétisante avec l'airoaiila- 
tion, l'cgalilé précéclcnlt' devient sim|ilc'nienl 

(15) <:=€,- 5^ -p-. 

f.d variation subie par Id force r/erfromotrice est proportionnel/'' ait 
carre de l'intensité d'aimantation de l'électrode et en raison inverse de 
son coefficient d'aimantation. 

( ]»•« (jiiclfjufs propositions contribueront, nous rcspérons, à jeter quelque 
jour sur ccUc (gestion, à peine ébaucltée encore uu point de vue expéri- 
mental, de rinfluence de raimantation but les phénomènes chimique!*, « t k 
compléter les vues théoriques émises par M. P. Janet. 
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CHâPIÏRË YIU. 

AIMANTATION DBS CRISTAUX. 



1 1, — Potentiel thermodynamique d'un système qui renferme 
dM eriataux «tiMiité», 

I. iKnis la iti'li rininulinn du ]K)icnliel th<'rjiio(]vnaiiii'|u<> int'TriP fTun 
s^btcme i|ui ieiil«-riu*,' di-s iuiiiaiils, nous avons iiilrodiiit la ri'stiK lioii ((iif 
tous les corps uimanlcs du svslùaio claienl des corps isotropes. Nous allons 
maintenant nous affranchir de celte restriction. 

Nous pouvons, comme au § III du Chapitre I, écrire 

et, fonuiio au !i<M!f|ii«^ nous %>"nrin=: f!'' citi r, non^ li iisn •tous i\\h- si Icsconi- 
posaalcs de l'aimanlalion au *>ein d un volume fiv du sytsléme subissent d«'t« 
variations «A, oiii>, «s, Télément demeurant fixe, f subit une variation 

A, B, C étant trois quantités qui peuvent dépendre : 

i* De \., Ml, Z ; 

2° Du volume fh de rëlcment; 

i" L)c la forme de lu surface qui le limite; 

4"* De Torientation de l^aimanlation i rinléricur de la substance, (>ri<>n- 
tation déterminée par les co-iitiuK de» angles que la direction de raimanl-i- 
tion r.iii .i\'>c trois directions liées à l'élément, parcxcnipEc ses trois 

d èlaslicit ■ : 

>" Des cocilicn nts p, ... ipii d<'lmi.si>ent l'êlfll de la suhslaiicc eu uu 
point de l'élément. 

Soient A, C les oompowntes de Taimantation suivant le» axe» d*éhi»' 
liciié de l'élément. Les cosinus des angles que la direction de Taimantalion 
fait avec ces axes auront pour valeur respective 

^ t € 

i'-^i'a^»' "■i^^.rH-*»' a'rj'-rc' 



L.I2(> P, DVHEN. 

Dos lors, en raisonnanl comme au § III do Cliftjiiirc I, nous verron» 
siiii» peine que les quantités A, B, G sont : 

i" Indépciuhiiitcs (le la forme •]<■ la surfaec de l'élément; 

a* Pif)[>()i h()iincli»'s à son \oluii». 'A ; 

t" KoïKlioiis (le V,, 11'.., Z, ,31, C, a, jl, .. .. 

Soicut Û, ^, 1 les trois anf!;les (l'Muler qui iixenl la position des axe.s 
dV-lasticité de Téléroent par ra[>|)ori aux axes des coordonnées, ^t», «K, Z 
pourront s'exprimer en ronclion de jSl, 11, C ctdcO, ^,4*- D'>"^ ti'nns- 
formation con^idru'i', 0, ç,, rlenieureni eonslaiils, en sorte que o u, ^iib, 
s'expriment en fonclioii linéaire de «Jl, oj|i, «C, cl Ton peut écrire 

èi'- { A' + B' ^ c 5C) 

A , li', C étant trois fonctions deJH, i3, 0, 9, |, a, ^, .... 
Dans la modîGcation qui donne cette expression de 0, 9, 4^ demeurent 

fonslants. Supposons maintenant quC| Sans rien cliaii;:<'i à rainiantalion 
ou a r«'tal (le l'i'Ii'im lit . 011 II- f.i'^vc limnier '^ur lui même; 0, 9. '■{' vai'ienl 
seuls. Or, dans ce d<-|ilaceriienl sans ( lian};eiii<-nl d'étal, .l' ne doit pas varier. 
3' C8l donc indépendant de 0, vj/ et l'on a 

f ne variant pas lorsque Fêtât physique et cliimique du sysiènic demeure 
invariable, i" se déterminera alors eoninn» au Cliapitre 1 et Ton aura, pour 
un système qui renferme des cristaux aimantés, 

(I) .f = E(U- T8) -H -T a, ».€,«, ^, ...)dv. 

Pour un corps isolroiie, la fonction ÎD, <C, x, . . .) se réduit à la 
fonction ^(911, «, ^, ...) que nous avons eue à considérer dans tous les 
(^lia|iilres pn-n'-ilenls. 

A la fin du Chapitre H, nous avons vu <[ue Ton avait (égahlc 

«, ^, . . . ) tendant vers une limite finie lorsqne 9ib tend vers o. Gcnc- 
ralisanl ce résultat, nous admettrons que le rapport 

ï. tf, ». 
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icnd vers une limite ilnie lorsque 3R, tend vers o, ce qui suppose que Ton 
ait 

(3) i, €) = <fM B. ï ) a* ^ 9m ( + î>, « ) C« 

-H 9?„(a, ». C) t€ 4- a?„{^, 1, C)Ca + a9t.(-3l, », «) a», 

k» quanti lés 9^ demeunkiit finies pour jb = o, « s o, & =^ o. 

1. 'èiudc (le cette forme nous amènera parfois & considérer la surface du 

second ordre 

ii) ». 9«(a, », t)^+ ç„(a, ».c)fl* 

tur/ace variable avec ta grwtdeur et Vorientation de Vintensité d'ai- 
manitUion i laquelle nous donnerons le nom de sur/ace d'induction ma- 
gnétique du cristal. 

§ II. — Équationa de rtqiiililm magnétliiiie. 

2. Supposuas maintenant qu'à rintérîeurdc rélémcnl dxdydz, Jt, iS, 
C varient de quantités arbitraires $JK, jC. Soient OÇ, O1}, 01^ les 
directions des axes d'élasticité de Télément dasdyd». En égalant à o la 
variation subie par la fonction ^, nous trouverons 



(4) 



'ôl ^' •••)="• 

*^ ^ J5 fi'Ca, »,•,«, jj, ...)=o. 



Ce sont les équations fondamentales de Téquilibre magnétique sur uuc 
subelance cristalline. 

L^égalité (a) pennet de transfonner ces équations; elle nous donne^ en 
effet : 



L.iaH 



p. omm. 



2(9,,a-(-ç.„»-<-9„C) 



- tir »■+ ^ *■+ • ^ « --'^ " H- . «). 

o};alilës duns IcBquelleBf^ et ont l:i m(>me signification que dans l'èga- 
litc (a). Moyennant ces é^lilés (5), les égalités (4) vont prendre la forme 

soivanlc : 



(6) 



Posons 



(7) 



A 



(7 = I, 3, 3). 



I 
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Vu y»i Vil 

'l'i! l'tl l'Jl 

II» "i*" V« ' 







0,1 - 


■ ,1 


— r'3> fn' 




1 f 


— Viilu. 


■>» ~ 


* t 

■fil t'il 


- h-- 1'»' 




Vu VîJ 


- ynV-'-'' 




fia f!i 


fil y»»» 




'{•ni»! 


-^«l'ii'i'ii» 



et ]cs égalités (6) dcvicndronl 



do) 



i 



Celle noaveUc forme des condiiions fr.''<|nilil)r«' nous monin- «Iaii> 
les coq» crîstallisi's la dm-nion il.- l iiimaiilaliun .«n un point n<- < . idc 
plus, comme dans Us ooi ps isohopos, avec la grandeur jjéoiuélriquo ci.»iit 

les composanlcs sonl -jij ' 3^ • "J; ' 



§ IIL - Détaxfnin&tioik d« U distrlbvtioik qui oonTieot â réquiliti». 

:r Supposons qui' IVxpôrioncc ail fait i -i.i.alln- p-ur un rorp> «K-l- i 
r. ,I<- ^IriH-nnv liomoir.-n.» "ri continùui. ut variahl.-. lu surface <1 uulue- 



lioii Hiai;nfli<|ut' ri'prrsi'uli-i' par 1 i-yalilé { i). 

Les i:.iuailuu. (8; cl iVront alors coimallre A et le.< i„ m. Mvlûm 
«le 31, B, €. Les équaUons (lo) deviendront des ivlalion* cnin- a, ». C 
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n ^\ , '^^ . on pourra le» supposer résolues en m H, C cl écrire 

On voit alors (j»e, moyennant cfs »''«pialif»n.s, la cjclcrniinalion dv ia »lis- 
Iribuliuu qui couvicnl ù rcquilibre se ramène à la (lélcrniiiialioa de lu 
fonction Voyons comment cette dernière est déterminée. 

Si, dans les cxpreBuons de A et des nom remplaçons Sin II» C par 

leurs expressions (i i), à et les 5^ deviendront des fonctions do ^ . > 
' * ' """^ pourrons poser en général 

cqualion»(io} deviendront alors 



' ■ = Dii -SF + Dwsr ■37» 



<l3) . » = -r «..^ - -» ^ 

avec 

Nous allons imposer h ces égalités une nouvelle transformation. Soient, 
au point considéré, 

a, a', a' les cosinus des angles de Ox avec 0|, Ov), OÇ; 

/i, 6', les cosinus des angles il ■ O avec O O r,, Oi!; 
ff, c'y c" les cosinus des angles Je Oz avec Oiq^ Oy 

Nous aurons 



(>4) 
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cl 









1.1 


— a 


ôx 


j àn 


= a' 








(K> 


<>' 


dr 



(M) . _=a _ ^. 

, , ô-<> , tX' 
+ -r. ' -17 ■ 

Les égalités (i .^) nous pernioUcnl «l'écrire 
et les égailles (i3) deviennent 

-H(caii -hc rf„ -t-c t/„) 
C'A + A + c'S = {ad„ + «'rf„ + a'rf») ^ -h ( W„ + Vrf» + é'rf» ) ^' 



«•X -h iB» + c' S = (a</„ -H a' rf„ -t- o'rf,, ) ^ -»- ( W„ -h 6' «/„ + 6' ''i v* 

ou bien, en (lési}fn:iiiL pur ô,,,, fies fonction^ de g^» ^» ^» a, A, c,«', ft', 
c', a", i»", c", faciles à tonner en fonction des </^, 

(■6) )...=,o„g+a„^+<i,„g. 



avec 



nifr^rcntii/iis les deux momlui s de la prcmifTi' <'-i[iiali(Mi O') t |i;ir 
port à x, les doux nu inlnrs di- la (!enxirin<^ ('(|iialion ( t(j) par rapport à y, 
les deux membres de la troisième éqiidlion t par rapport à z et ajou- 
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les points romplaçanl dos termes analogii' s an dernier écrit, termes qui, 
comme lo dernier écrit, disparaissent si le cristal consiiléré est honio};éne. 

L"é(Hia!inti i i - ) rfjn'éseiitc réfpuilion <lill<'n*iilielle (|iie !:i fuiifliftTi v*^ doil 
vérifier en tous les points d ini cristal soumis à l'aimantation par inlhicm »'. 

A la limite du cristal et da milieu extérieur, on doit avoir 

^ -t- ^ = — 4 K C*^ C09(N/, jf) * cos(Nf, j') -f- £ cos(N/, a)}, 
uu bien, en vertu des cqualions (iG ), 

It'J 

+ [td„ cas(N,,ar) -KO^ttCOsCN,, j-) cos(N„ — *>• 

Ces équations (17) et ((8), jointes à d^aulrcs équations «pii sotii l<> 
mêmes <pie pour les corps Isotropes ( rui'r Cliapilif fl 1. délenuineill lu 
fonction \' et partant la dislribuliun qui conviciil à l'équilibre. 



§ IV. — Détermination de la surface d'induction magnétique d'un cristal. 

4. Admettons que les quantités soient indépendiinles de J3l, il, C. 
Les (piantités (Ç^^, <[ue nous désignerons alors par Apf, seront indcpcndanirK 

de Les équations (iC) continueront à être exactes, ainsi que 

réquatiQn(i 8); mais Téqualion (1 7) se simplifiera notablement. Si le cristal 
est homogène, elle deviendra simplemenl 

(-9) - A., j _ + j_ _ A„j H- (^5^ - A,. j 

. ()'\' , à'X' . à*^ 

On est alors amené aux équations donnée» par Poiwon pour résoudre le 

problème de rairnnrtlritioTi fl.-^ ( i ist!ni\. 

Fn se plaçant dans les coadiliuna adnnses par la théorie de Poisson, on 
possède des méthodes cxpèrimeotalcs qui permettent de déterminer la sur- 
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(ao) Ah Attj* An3*+ iànjn -t- a A„ 5X + a A„a/ = — j» 

Buriacc qui, dans celle théorie de Poisson, remplace la .suil'ucc variable 
donnée par Tégalilé (3). 

Or nous allon» voir qu*il en résulte une méthode pour déterminer h 
surface 

(0„x»-»- 10„_>'»4- tO„s«+ an),i/s H- a<0„;j- ■+■ a'Onjjr =— i, 

Miifacf idiMiliiiiK* il la surface ('i), mais où Pou a j)ns potir a\fs de ronr- 

doniK'i-s O r, O^-, Or :iu lifii de 0$, Ot), OÎ, el jxmr paraïucltx's varia- 

, , (i<> dK> I I m as <^ 

li|f> , - . , > . en place de U, C. 

Sii[>i)(>stiiis un corps cristallin de fdrnie Irllc cl li-lleinenl placé dans un 
chaiii|> niagnéli«juc que, d'après la lliéorio de l'oisson, il s'aimante unifor- 
mément dans ce champ, quelles que soient la grandeur et la forme de sa 
surfucc d'aimantation (so). Cest oe qui arrive, notamment, si le cristal a la 
forme d'une sphère cl si le champ magnétique est uniforme. On aura alors, 
quels que soient les A^^, 

* = /(A|,, A,„ à„, A,„ A*,, A„), 
lfc=:^(A„, A„, A„, 1„, A,„ A„), 
© = A (A,„ A„, Au, A,t, A,i, A„). 

Remplaçons JV, iib, C par ces expressions dans la fonction d)^ relative à 
une substance déterminée, après avmr exprimé cette fonction (0^ elle-même 

non au moyen de moyen de A, e; deviendra 

^1» ^* ^*) A*i> ^t)> 

Il„ (Haut, pour une 8ub»lance dulermincc, une fonclion d'une forme déter^ 
minée. 

Choisissons les six constantes à,„ A,,, A,,, A^,, A,,, A,,, de manière 
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quMIe» vérifient les équations ' 



dilAii, A,|, A|], 


A..,. 






A,,. 


^jiC*^!!» "^m '^ii> •^ij» 










9w(A|i, Au, A||, Aiu 




A») 




A„. 


Btt(Aiii ^tit ^> ^tii 


A|i> 


A») 




A», 


9u(A|„ Ad, Auf An. 


Atit 


A.t) 




A,., 


9tt(A|ti Ati> A», Ail, 




A,.) 




A,.. 



Soil A,,, A!,j, Ajj, Aj,, a',,, A',j une solulion de ces équations. Si l'on 
remplace dans les équations diflerentiellcs du problème de Poisson les A^ 
par les A^, Tiniégration de ces équations fonrnirn sur le cristal une aiman- 
tation uniforme correspondant à une certaine fonction potentielle 

Cette /onetùm potentielle est aussi eelte qui intégre nos éqtuUionti 
généraksf en supfOSÊMt le criHeU formé mee la substance que nous con- 
sidérons. 

La démonstration de ce théorème est trop lacile pour qu'il soit utile de In 

développer. 

\a' ili 'i m inr ] iK'ci'dcnL étant admis, on en déduit aisément la proposition' 
que nous allons énoncer. 

Duns un cliainp luagnéliquu, on [>liico un crislal qui, dans la théorie lie 
Poisson, s'aimanterait uniformément, quelle que fût sa surface d'aimantji- 
tîon. Le cristal étant homogène, ses axes d'élasticité ont la même direction 
en lous ses poinlH. Prenons-les pour axes fie coordonnées. Si l'on admettait 
la tliénrio de Poisson, la foneUiin pntrntii^lli" çi^ratt, en chaque point exlé- 
rieur au cristal et aux aimants, doiuiéc piir la foniuile 

(SI) = A,„ A„, A„, Au, Ai„ A„). 

La détermination expérimentale de la valeur de V aux divers points de re5- 
pace permettrait alors de déterminer A,,, A»,, A«s, A», A,., 

Bien i[tio la théorie de Poisson ne soil pas exacte, notre cristal va preudi e 
nnf» aiiiiuiil.ilioii uniforme, dont les composantes p<>rniit 51; Î5. €, r-t v va 
vérifier l'équation ^^'-îi^j sculeatcul les valeurs qu'il iaucira (lonncr dans 
celte éqiMtion aux quantités 

A||, A,], A,t, A„, A,|, A,, 
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~f''r**i ^ f'^ut —It'-ftij — 

cil »r>rl<- (jiir Ton aura ailtei dclcrmitX' la surrace d'ainianlalion (3), qui 

ronvi' tit l\ r.iitiiatil.iliMn jui-..- prir le crislal dans n-s firmusiaiifc^. 

jNuus lions coiit< nl<-K)iis de ces <jufl(|Ui.'i> reiiiun|ui-.s sur rainiaiilaliun dvii 
<-ri»tau;(, liiissanl au lecteur le soin de gf>iiéT«Ii«or les ihcorios que nous 
avons exposées à propos des corp isotropes. 

L<- liavail ]iri'r<'(|i til n'aliofdc poinl, Il B^CI) faul, Ions les proldi'-nics (jiii 
l'oiisliliinil l't-liiili- il<- l'aliiianlatioii par ninui'iicr dans li's corps dt iiin'-s d)* 
fi>tr<- ( ocrcilivu. Mous nous soiniiics limités à uu can relativement très par- 
ticulier. 

Kii piT'niier lieu, nous n'avons éludic que des cor]>s magnriifjucs forinri: 
(mr des solides rigides. Quels pliênomêncs pri'sentent, lorsriu'ils sont ai- 

mailles |iiir iiillucuce, les fluides d'nii'- pari cl les solides élastiques de 
laiilre? ("esl un pndilèiiie <jiii a solîif iii'. ,\,\\\^ i-. - clrniiére'; iiinH'es, les 
rccherclies de pliisieui-s pliysicieii» illustres et <|ui; nous n avons point abordé 
dans ce qui précède. 

Kii second lieu, nous avons étudié les phénomènes que préscnlenl des 
• aimants qui portent des charges <rélectririii' siatiquc; mais nous n'avons 
point considi-ré les clfelsipii se iiianilcsteni dans le s>>lèiiic renrei iiianl à la 
lui» des < ()iiraiils éli i lri(pies et des aimants, laissiint ainsi de »-ôté l'eleclto- 
maj:in lisiiic, les plieiionu" iu.ï> d'iiiduclion par les uiuiants 4't la ihcurie de la 
pi opa<;aiioi) de l'électi'icité daiw les coiiducleui-s ainianiét;. 

Nous souhaitons de pouvoir plus tard, {toussant plus loin nos reclicrclK's. 
aborder quelques-uns au moins de cc>s problèmes «pii abondent en diriiciil- 
U'>; mais nous espérons <pii! le ]«!<''<''iil li;iv;iil, ijii Iqne lestreiiil ipj il soil, 
aura contribué ù élucider >pieli[ues points obscurs un douloux dau<« la 
lliêurie du raimauuuiiiii par iiinut'iice. 
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NOTE. 

DE L'iJ\FLUË.\CË DU MAGNÉTISME SUR LA UIALEUR DE COMBi-NAlSON. 



Au Cliapitriî VI du Mcmoirc pnVf'ilcnl , non* nvono rlit- uii certain nom lu e «le tra- 
vaux, soil théoriqui», auil expcrimeiiuiuv, reiatil»ii l'iniluencc que rainiantatioii t:\crcu 
sur la chaleur d* oombinaisoB d^uiie substance mafnéliq«ie. Nous avons, dans ce Clia- 
pilre, i'iiil- (le cilcr quoique* 1rnv,ni\ qui se rnp|irrr(crit à In t!i''nu' '(iic-tii.n. !<•■. ittt- 
parce qu'ils n'ëtaionl j>oinl encore publias nu iiiomcnl où fui rédigé noire Mémoire, 
les aulm parce qu*ib n'étaient pas parvenus à noire connaissance. 

I.e (trcniier travail relatif au\ proldémes dont l'étude fait l'objol des Clia|>iirvs \l 
el Vli cH dû à M. Tl>. Gros». M. Tb. Gros» en communiqua les principaux ré^^uliau à 
la Société de Pli,vsi<iue de Beriitl dé» le i3 avril |8S5 (■). Peu de Uiiq)» après, il le 
publia ûi txUMO dans les Comptes rendus de VAcadi-mie de Vienne (*). 

Dans ce trîivnil. M. Tli. Gif»** conslate qu'il se produit des coiirnnK cnirc jt^ii iies 
difTéreiuuieut aiiiianU-es d'un mèine iiiurceau de fer plongé dan» un acide. M. 1 h. (.irctsii. 
«iplique ce fait par rinAuence que raîmaolation du fer exerce sur la chaleur de com- 
binaison du fer a^ cr r:i<-i<le. 

Celle manière de voir est cnlièremeut conforme à celle que M. Paul Janel « 
émise un peu plus tard sans avoir coBoaîasanoe de* travaux de M. Th. Gross; mais U 
s'arrête l'analogie entre le travail de M. Th. Gnisa et ceiuî de M. Ptal Janet. M. Th. 
Gross énonce cette proposition : 

La chaleur de combinaison entre le fer et un acide doit être regardée comme 
plus grande ^il exùte entre eux une énergie potentielle magnétif/ue que s'il n'en 
existe pas. 

Au eontnire, M. Janel énonce cette loi que ta ekatear de combinaison du fer est 

plus grande hors du champ magnëti</uc </ue danx rr rlianip. 

Le travail de M. Paul Jauel avail élè précédé de quelque:^ mois piir un travail de 
M. Kîchols (*}. Comme H. Faul Janet, Af . Nicbols admet en princijte que le tmvmf 



(') Voir y'rrhandlungtn d*r phytikalitchen Crsfllicho/t iu Berlin, i3 .c»ril i"--' 

(•) Tli- Giiofin, L'ebtr eine neiK EntilehunfUi^tise saUfinUelirr Stminc ■.luich .Uti^Hcliurtim 
{H'iener SUiitngstftrkhtt, a" K'ilri . U.umI |i i ; , ,|,- .1,1 1,, , i-s', ^ 

(') P. J.ivF.T, Oe l'infltunee il" /ii<i_::.'i,_ inru-j sur la fjÂi./wmiiii:i c/uini^/inj i Journal <{t Phy- 
sique, ï* série , 1 \ I. I' 1 " ; :■. 

(•) NicuoLS, On the chemiçal tteaviour 0/ iron in Ihe magnelic Jield {SUliniann's Journal, 
y lètie, t. XXXli avril 1886). 

n. fàe. de T. L.tS 
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ma/jnélùiue effectué dans la dissolution du fer cft le même r/ue si le /er était enlevé 
à l'infini; comme M. l'aul Jnnct, M. Nichols en conclut que la clialciir de combinaison 
du fer est plus grande hor» du clianip ma;;nL'l>(|uu (|uc dans re champ. 

M. Mcliols a essayé de conlrùler par l'expiTience les conséquences de la tliéorie; 
mais ses e\|)érienccs lui donnent pour le fer aimanté une chaleur de combinaison 
tantôt plus grande et tantôt plus petite que pour le fer non aimanté. 

Dans un plus récent travail, M. Th. Gross (') a repris de nouveau IV-tiide de la 
question. Il s'est attaché à démontrer, par In discussion des expériences de M. IViohols, 
que les résultats n'en pouvaient être concluants. l'uis, allant plus loin, il n été amené 
à contester cette proposition que M. Nichols avait prise comme point de départ de sa 
théorie : le travail ma;;nétique cflectué dans la dissolution du fer est le mémo que si le 
fer était enlevé à riiifiiii. « Je suis obligé, dit-il, de rej^arder ce principe comme 
inexact, car... la dissolution du fer correspond à une dcsaimanlation et non à une 
création d'énergie magnétique, a 

Ces discussions montrent combien l'étude théorique de l'influence que l'aimantation 
exerce sur la chaleur de combinaison était confuse et combien il était nécessaire de 
reprendre cette étude par des méthodes rigoureuses. 



(') Tu. Gnoss, L'ebtr die Verbindungta'àrme des magnetitirten Eittiu (Verhandltuigen tter 
phytikaliichen Getelltchn/I :ii llertin, u avril 
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eniDE HISTOUQDE 

THÉORIE DE L'AIMANTATION PAB INFLUENCE. 

PAR H. P. DUREM, 

Malin de ConréicMei 1 la Klicullé des Scicncai de Ullc< 

I. — Formation des iquations d'équilibre. — Travaux de Poisson. 

I. S'il est ooe partie de le Physique théoriqne dont rinsuffiMnee soit souvent 

et vivement dé|>lorée par l'expérimenlateur et le praticien, c'est asi^urctnciil 
l'étude (!r r;iim.iiitalioii par îiiniictice. Au fur cl à mesiirf» rni>- ■;(■ ri'p.iiiil !'iis;ioc 
de» macliine» livii.imo-ôleclrûjuc.i, le» plivnoinèncs <|iii il' iieinJenl de i'ainianla- 
tion per inilncncu juucat dans Tindostrie un rAle de plus en plus important. Ce- 
pendant la théorie est è peu près impuissante à aborder l'élude de l'iaduelion 
mafcnt'li |iic. C'c^^l seulement iî.in> !f rai; pnrlicuiier de pif'^rp'? âo f**r doti\ immo- 
biles en pn:scucc <raimnnl<i pcnnaaent» (jue, grâce aux travaux de Poissuu, 
rAaaljse mathématique jn-ut pénétrer un peu avant dans Tëtudedes phénomènes; 
eoeore les prîneipes sur lesquels repose eette analjrse donnent-ils prise, pour le 

géomètre comme pour le physicien, à bien des doiiles et à bien des diflicullcs. 

Nous nous proposons, dans le présent travail, dY-Indier l'histoire des idées 
théoriques qui ont été émises sur ce diUGcile sujet; ouus chercherons surtout ù 
préciser les principes mêmes qui, dans chaque théorie, servent à établir les équa- 
tions de l'équilibre magnétique, en glissant plus rajùdf ment sur les cas particulier* 
rf.ins |i»5i|ur!s on est [Kii-\enii à intégrer CCS ('tjii.f I n i ris. [^'exposé complet <le !•■« 
marche suivie dans l'élude de l'aimantation par intlucocc ne se trouve dans au- 
cun Traité claasique. 

Nous examineront} en premier lieO} ta voie suivie par Poisson pour établir la 
II —Fae^dtT. r 



a p. Di'iiiM. 

lli»'<ii!i' ■ti' rHiiiiiint.itioii (lu fer doux sous l'iiillucurr' il'.nnisnl'i pormartf ni», les 
Jitlicullcs qui se rvncontrcnl dans celte voie elles «•lluris |»ar lf*ijiifls d'auli-e» 
physiciens onl cherché & supprimer ces diffieuités; en second lîen, nous indique^ 
Tons brièveneni les coin'ii'(|tM'[u'<-s qui ont été déduites de ces é(|Uiiiions; enlin 
DfMis f'xpnseriiii- l'iji-tolrc des décowverles psr lesquelles a éié consliluée la théorie 
de l'iiiinaiitadon des cristaux. 

2. « Avant les travaux de (Coulomb sur le Magnétisme, dit PoisSOo({,p.aSo)[']t 
on supposait les doux fliiiiî'^s Irausporlés dans l'acte de l'aimantation aux deux 
L-\irciuiu-^ des aiguilles de houssolc Cl accuuiulci à lcur& pùlcs; tandis que, sui- 
vant cet illustre physicien, les fluides boréal el austral n^éprouvent que des dépla- 
infiniinent petits et ne sorleat p«9 de la molécule du corps aimanté à 

iHijUt'llt* ils .i|i|virt!i'ri ii> n( . » 

La notion d èiemcHl magnétique ainsi introduite dans la Physique par Cou- 
lomb est II base sur laquelle repose la théorie donnée par Poisson de Vindaetion 
mcignitiqu* du fer doux. D'après Poisson, les fluides magnétiques se distri- 
buent sur lin iTiorrfnii ili- f<!r doux soumis à des forces niagm'lifpies délermin<'es 
suivant des lois seinldables à celles qui régleraient la distribution, sous riuiluence 
de forces électriques données, des fluides électriques sur un ensemble de corps 
conducteurs très petits, séparés les uns des autres par une substance isolante. 

^^li< i, < Il elTei, les hypothèses sur lesquelles Poisson fait reposer l'étude de 
rinduclion magoéliquc : 

« Considérons, dit-il (I, p. t^yj^), un corps aimanté par influence, de forme 
et de dimensions quelconques, dans lequel la force eoereithe soit nulle et que 

nous a|ipclleron$ A. pour ;(!)réjrer. 

» D'après ce ipn précède, nous regarderons ce corps comme un assemblage 
ikHémenti ma^néiu/ues, séparés les uns des aulres par des intervalles inacces- 
sibles au magnétisme, et voici, par rapport à c«s éléments, les diverses supposi- 
tions résultant de la discussion dans l.npirlle nous venons d'entrer : 

M I" Les dijnensioiis des éléments magnétiques, el celles des espaces qui les 
isolent, aoot iniettsibles et pourront être traitées comme des infiniment petits re- 
lativement aux Amensions do corps A. 

» -i" La matière de ce corps n'oppose aucun obstacle à la sépai-ation des dcilX 
fluides boréal el auslral dans l'intérieur des éléments magnétique». 

» 3" Les portions des -deov fluides que raimaniation sépare dans un élément 
quelconque sont toujours tris petites relativement à la lotalilé du fiuide neutre 
que cet élément renferme, et ce fluide neutre n*est jamais épuisé. 
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» 4" Ce* portions île fluide, «în<i séparée-), le transportent à In surfiicc de l'ô- 
lément nia^néliqtio où fnrm'Mil une t!iiurh<- ihml 1 i'|i.iiN-,( iir, vnriahic il'un 

poiul à UD iiiilrc, csl parloul Irim p«;tile et pourra aiis.si vire cunsidérée coiniiu- 
înfimment petite, mène en le eomperant aux dimensions de cet élément. » 

Ces hypothèses eoiiduisont Pui»$on i admettre, comme point de d«-|>iirl de la 
llléorie l'.mniint.ilinn [t.ir infTucnrf , iin ]ii'iiu i|ic i iilirrrnirnf scniiiI.iliU" à celui 
i|u'il avait pris coinine poiul de dt'part df^ld (iiéuriedc la dislnhulion cleL'lri(|iie sur 
les corps conducteurs : Le fluide magnétique doit le dtHribuer surc/i(n/ar été' 
ment, de telte fa^on que l'action exercée en un point de VélAment par le Jluide 
flécompnnr- que ri^n frrmr rrt èlAmen! rontrrhatanre r.r^tdrmriU l'artinn frcr- 
cée au même point par tout le magnétisme extérieur à l'élément. Toute la 
mise en équation du problème de l'induction magnétique consiste, use fois ce 
principe admis, & exprimer tes deux sciions dont il vient d'être question et à 

écrire <|u'cll<'s sdijI égales cl «lireelemeiil opposées. 

Avec Cuulomb, Poisson admet que deux particules de fluide magnétique s'at- 
tirent ou se repoussent selon qu'elles sont de nom contraire ou de même nom ; 
que l'action qu'elles exercent l'une sur l'autre est proportionnelle an produit des 
(luantîté't de fluide qui forment ces deux pnrtinilr'* et en raiscm inverse du eanrt' 
de la distance qui les sépare. Celte loi cuaduil au\ conséquences suivantes : 

Soient A, B, C tes composantes, auirant trois axes de coordonnées rectangu- 
laires, do moment magnétique d'un élément magnétique. Soit r la distance d'un 

point quelconque, pris à l'intérieur tie cet élémenl, à un point M dont la distance 
à tous les points de l'éléntent est supposée très grande par rapport au\ dimen- 
sions mêmes de l'élément i soient les coordonnées d'un point de ^'cléuicut; 
soient il, Ç les coordonnées du point M; soit enfin h une constante positive. 
Si nous posons 

-*1 

V = A -' t B ;,-^C 

éje àjr àt 

les enmj)Osantes de l'actinri t'vi'n ée par l'élément considéré sur une quantité de 
fluide msgoétique positif ^lluidc austral) placée au point M auront pour valeur 

Ar oy 

Lk>Dsidéron$ un volume v très petit, mais renfermant cepeodaul un grand nombre 
d'éléments magnétiques. Posons pour ce petit volume 

X, Db, e seront en général des fonctions continues des cooadonnées x^Xf* 
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jjoiiil autour ijtii|uel le pelil volume f ci>l »m)posi' d«-crit, el elles sont indépcu- 
danies (le la forme «t de la grandeur de ee jielit volume. Elle* aont lea composanle* 
d'une grandeur géométrique doDl la valeur 

|iorte le nom A* intensité de l'aimantation an point ( j*, y, s) et dont la direction 
|iorte le nom de direction de l'ntmnntntion au intime point. 

Movcnnaul n-s (liTiniiiuii-., il nous devient facile d'exprimer l'aclion d'un «yi- 
lènic d'aimanl!» vi\ un point M dont la dislanci* à tout point de ces aimanl'i peut 
£lre regardée comme extrêmement grande par rapport aux dimension! d*nn élé- 
ment magnétique. Si Ton pose, en elTct, 



l'inlcgrale triple s'étendant au volume occupé par lnii-> K-^ ;uninnls que l'un cun- 
sidire) les composâmes de Taclion dont il s'agit aorotu jutur valeur 

*> «»Ç 

D*apr«i> cela, pour calculer l'action exercée en un point M, tnléricur k on élé- 
ment miign<^li<]ti(- ji II l iiii le fluide uia;;ni'liquc n'|iandu i l'extérieur de cet élé- 
ment, I'oi'>>oti piirliifjf i l'space on deux régions : 

1" Ln volume i', limité par une surface qui entoure rélénicnl de louleiî pari» 
et dont ton« les points sont séparés de tous les points de l'élément par une dis- 
tance tris petite p-ir rapport aux dimensions do corps, mais tris grande par rap- 
port 11111 'liiiirnsions d un i li'iiii iit ni ,i^n»'f xpie ; 

11" Lii partie de l'espace tpii est extérieure à i'. 

Si l'on étend alors l'intégrale (i) ft tonte cette seconde région de l'cspoec cl si 
l'on (iéiii^^nc p,u- \,, Y|, Z| les composantes de t'aolîoJI exercée au puini M p;ir 
tout le Iluide répari<l<i •> l'intérieur iln volinne »• en exceptant le lluide disIrilMié 
«ur l'élémeut auquel appartient le point M, l'iielion exercée au pninl M par tout 
le fluide C\térieur 1 l'élément auquel appartient ee point aura pour eomposanles 

X * ^ ■•■ ^1» 
Si 0, ^, Y sont les composante» de l'action e*'-«!ée au point M 
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mafinéliqu»* rt'paiiJu ù I,i sin f.ii c de l'i'lriin iit Jonl ce point fait p u lH-, !r'S coixli- 
ùoai de i'ctjuilibrc tiiagticii(]iie à l'inlériciir ào. cet «élément seront, d uprès la nia- 
DÎcre do voir de Poisson, 

'df ' "'"7— *■ 

3. Jusqu'ft présem la théorie de PoÎMOn, tout en invoquant uo ceriaîii nombre 

d'hypollii sr$, ne donne lion à aucun reproche, car ces hjrpolbùses sont toutes 
l'iioncécs iiv»«r précision el »':: ilrti''' proposi'es en sonl t]f"> r'»n«<'qtifnrf"? rt^on- 
rcu!>e:9; mais, dan» les traoslorniations ijuc l'oi&^on fait ensuiie subir aux ctjua- 
tSons (a), plusieurs dilBcultés graves vont se présenta sur lesquelles il est néces- 
saire d'appeler l'aiteotton. 

Poisson cointnrn<M; p-tr ('f.ililii qur l'.'v n "i; rr,nfpr>!<ort!>-s '^/••ffVf ' [J-ir X,, \,, 
Z« sont égaUs à u jjoun'ii seiifcincnl gîte le voltiiiic i" ailmettc un centre et que 
Ut point il toil ce centre. Reproduisons intégralement ici le raisonnement par 
lequel il croit pouvoir étahlii- r<-uc prtipo^iilion : 

i< Menons, dil-il (l. f, p. 77/), par le [inirtt M iiiic iliniii^ CMC d<Mil li'^ fleiix 
partie» soient égale» entre elle» el d'une {grandeur telle c]u'un puisse le:i considérer 
à la fois comme infiniment petites, en les comparant aux dimensions de A, et 
comme infinies relativement aux dimensions des éléments magnétiques et des es- 
paces qui les séparent les uns di- :,iilrf-s. Li proposition dont nous avons besoin 
consiste en ce que, si les d<-ux exirunilés C et C de celle droite sonl toutes les 
deux hors d'un élément magnétique, U somme des partieuleide fluide libre devra 
être considérée comme égale sur ses deux parties MC et MC, en n'y comprenant 

pas le fluide liltrc a|>j>artcnant à réli-nicnl ni:ignéli(pic dont le point M fait partie. 

» En efl'et, tous les éit'mcnts traversés par la droite CMC seront scn^ihletneni 
dans le même étal uiagnéli(|uc, puisque la longueur de celte druile csl inscusibic, 
eu égard aux dimensions de A; de plus, abstraction faite de Télément dont le 
point M fait partie, la droite CM en allant de C vers M, et la droite MC en allant 
de M vers C, rencontreront, cti fjénéral, un même nombre de fois les surfaces 
des éléiueuts magnétiques en pénétrant dans leur intérieurj elles reucoulreront 
aussi ces surfaces le même nombre de fois en sortant des éléments. A la vérité, 
CCS points de rencontre ne sont point scniblablement situés sur toutes les sur- 
f-iffs; niais leur tiombrc étant irt-s jrrsnd, et comme iniini, les mémos circon- 
stances devroul toutes se présenter des deux côtés du point M, el alors il n'y aura 
pas de raison de supposer la quantité de fluide libre plus grande d'un cdté que 
de Tautre. 



1» Ceift posé, appelons, pour abréger, 9 la petite portion de K dont noi» von- 
IdD* déterminer raclion »ur le point M, cl, pour celle dëleraNJMliont décompo- 
sons V en iiiif iiifiriiti' lie ( Anes infiiiiincnl aigus «ionl 1rs sonimcU *oii"nl rn ce 
point M. Cummc l'aulrc partie de A, ... se compose d'élémenlâ magnétiques qui 
•Ont tous completSi il sera néeeiaaire que v se compose de même d'éléments en- 
tiers; d'où il résulte que l'axe de chaeua 'de ces cAnes devra se terminer hors d'un 
élénionl magnétique. 

p Soit «J l'aire innnimenl petite de la section (aile dans I un de ces cAnc», [ler- 
pendtculairement à son axe et 1 l'unité de dislauee du sommet M; désignons 
par r la distance d'un point quelconque de cet axe an point M ; l'éléraent de vo- 
lume du cAne, à l'cllc i!i>l.inri'' r. <îr»r:i f'^Mrfr; rt ?i l'on appellf a la fjttantiti' de 
Uuidc libre qui répond au même poini. l u iioii de cet «élément sur le &onuiiel, 
dirigée suivant Taxe du cAne, sen exprimée ])ar ^u</r. L'action du cAne entier 
aura la même direction, et pour valeur taf^dr^ l'intégrale étant prise dans toute 

1.1 longueur de son uxir et cxpriniunl éviileniinenl la quantité de lliiidc lihrc qui se 
trouve sur celte droite. L'action du cône dont le proloagemcnt est celui-ci sera 
dirigée en sens contraire^ ces deux forces opposées se détruiront en partie, et si 
Ton suppose, ce qui est permis, ces deux cdncs d'égale longueur et de même ou- 
srriiirc w, ces dcux forccs se réduiront, en vertu de la proposition précédente, à 
l,t s< ule action du fluide libre i>[>jtarfrii;ir)t .'1 la fois à l'un des cônr»«; et à l'élément 
magnétique dont le point M fait partie. Il en sera de inômc à I égard de tous les 
cAncs considérés deux à deux, en sorte que raelîon totale dev sur le point M sera 
réduite H celle de la couche magnétique qui occupe la surrace même de cet élé- 
ment. On voit aussi par ce raîsonnemfnl qtie, <ii le point f't;til »itiu' Iinisd'uii 
élément magnétique, l'action de f sur ce point se déti uiruit complètement, e'cst- 

ft'dire qu'une pariicnlede fluide boréal 00 austral qu'on v placerait j demeurenit 
en équilibre, si elle n'était soumise qu'à cette seule action, m 

Il nous semble utile d'insister sur l'iiTitinisance du raisonnorrK'nt que nous vc- 
nun» de rapporter. 11 nous &uiiira d'ailleurs, juxir f^tirc ro>;^nrtir celle insuffisance, 
de montrer l'inexactitude de l'une des cort.vcijiu:nLi.:Â ;iuxi]uelles il conduit; c'est 
Poisson Jui-méme qui nous fournira cette conséquence : 

« Ces conclusiiin^ . <I!i-i! (t. I, p. 274 soul indépendantes de l.i fortnc de»'{ 
elles exigent seulement que cette portion du A De coniiciinc que des éléments 
magnétiques complets, et que les rajona menés du point Mà sa surface soient 
luus très grands par rapport aux dimensions des éléments et néanmoins insen- 
sibles rrlnti\ friicnt aux dimensions de A; et, en cflel, pourvu que ces conditions 
soient toujours remplies, on |)ourra augmenter ou diminuer v sans altérer sensi- 
blement son action sur le point M; l'action des éléments entiers que l'on ajoutera 
ou que Von retrancbera de cette manière se calculera par la méthode du n* I ; 
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iiidi>, VU la petite ('-tf-ntliie dans laquelle ces éléments seront circonsrrils, lest ïnlc- 
gialcs triples qui s'y rapporterool pourront être négligées par rapport aux l'urcfii 
auxquelles doivent être ajoutées les eompoMntes de l'aelion de v, » 

Celte cons«-(jiicnce, avons-noiis dit, est erronée. Nous crovons utile dV n mon» 
Ircr i'iiii'x:i( litiicio, parce que celle rni^me inexaclilutle >e iclffunc ilnn* plii^inii < 
des raisonnements de Poisson et couMliluc l'un des grave» ilcfauts uiiaK (iques que 
l'on peut reprodier à la théorie de l'Uliiatre physicien. 

<!oiisidéroiii( un plumier volume, tel que v, limité par une surface < ajant pour 

centre le |)iiinl M; supposons qu'une autre surfari' ,\', rniinl aussi pour ccnirr li' 
point M, lirnile un second volume i' renfermant i" à son intérieur. D'après Pois- 
son, l'action «pi'csercc au point M Pensemble formé par tous les éléments magné- 
tiques du volume (', h Pexception de l'élément auquel iippnrlicnt le point M, est 
•'^'.il'' :"i 11. 1! « Il lie iiirmc ili' l'uclion exercée :ni point M p u l ' ii-ritiMe que 
forment tous les éléiuenl» uiagnéliqucs du volume s', saul l'élément auquel appar- 
tient le point M. Pir conséquent* d'après Poisson, l'ensemble des éléments situés 
entre les deax sorfaces « et n'exerce au point M aucune action. Or* tous ces 
éléments sont à une disinnce du poiot M Irès considérable par rapport à leurs -di- 
mensions. Si donc on po»e 



tir dj- ils. 



l'int^rale triple sVtendant au volume compris entre les surlaccss et l'action 
exercé'- :iu point M par le fluide magnétique compris entre ces deux surfaces aura 

pour composantes 

«S "Ç 

Calculons Tune d'entre elles, la première par exemple. 
Les égalités 

r r 

<(• - ft' - 

r _ r 

r r 



permettcot d'écrire 
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Une intégration par parties permet alors de transformer cette égalité. Soit K 
le rayon veetenr d'un poini de la surface s, ce rajon veciewr étant eompié à partir 
(lu point M ; soii. nu uRtne point, N la normale à la turfacex» dirigée vers l'esté- 
riciir de la surface s; soient, de mftnc, R' le rayon vecteur <Vun point de la sur- 
face/ el N' la normale ea ce poinl dirigée vers l'extérieur de la surface s'. On aura 

X — A § [ JU'coKN', M) H- WcM{K,y) e'cM( H', 4)| S!£!^IÏm 
-i-A§(JbeM(N,x) -»-il|,er>»{N,x) +©eo8(N,-t)]î^^^-ij^<«i 



Si Ton désigne par X^, ii!>», le» valeurs de X, ui», au point M, et par (^ -^ j 
la valeur que prend la dérivée d« «I* suivant la direction dn njon vectenrR en un 
ceriaiii point île ce njOD vecteur dont ta distance au point M est inférieure i R; 

P*' (^}' (^) ^ quantités analogues fc (^^* *<ti*, an point où le rayon R 
rencontre la surface s, 

et semblablcment au point oii le rayou vecteur H' reucoalre la surlace s\ 

!.'( -^pression précédemment obtenue pour X peut donca'écrire de la manière 

suivante : 

X « ~ A ^ [Jl^ cos( N', m, cos ( y.y )^ cos( N'. z )] — ds' 

■irf, §[.A.„cos(N.jf)+^..,co5(\.j.)^-e,cos(N,c)l 

- ' s [(^')'~<»'-'>* (^)'"'<«-.r>* (g)'-"".')] '-^ * 
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Le dernier terme est, A un facteur constant près, la composnnto suivant l'axe 
dc$ X de Taclion excrct'-c au point M par une masse soumise aux conditions sui- 
vaole» : 

Cette masse agit conformément à la loi de Newton. 
Elle est comprise entre les «urfaces S el 

tllc a pour densité en chaque point ■+■ ^ -+- - 

Or un sait qu\inc telle action est une quaolité très pelilc du même ordre que K 
et K' si il et U' sont très petits. 

Il e»l facile de voir également que le troitième el le quatrième terme du second 
membre sont des quantités très petites de l'ordre de R et de R'. Si donc^ comme le 
fait Poisson, on néglige les quantités de cet ordre, on aura 

Si les deux surfaces < el s' sont bomolhétiques el ont le point M pour centre 
d'horaolhélie, le second membre sera identiquement nul ; mais, si cette condition 

n'est pas rt'alisée, les coefficients de -l ii'..o, seront en général des (piantilés 
finies, iiidt-|ifndantes <le la $:;randeur des deux surfaces 5 et .v' et dépendant '««rule- 
meul de leur forme et de leur orientation. On peut aisément démontrer de U 
manière sninnle que ces quantités ne sont pas identiquement nnlle pour des sur- 
faces de forme différente, fmaginoos, par exemple, que les surfaces « et soient 
deux cxlindres droits, ayant leurs pénéralricos parallèles à Or et i ciiire le 

point U. Si l'on désigne par ta cl <u' les angles solides sous Icsipiels du puiut <J on 
voit les Imscs de ces deux ejlindres, on aura 

S cda(!N'.r)co8(R'.a-) ci cos(W, t)co»(H.x) ^, , 
iîT-' Rî 

Si les deux cylindres ne sont pas homolbéliques, cette quantité ne sera pas 
^ale à o, et X ne pourra être indé|)cndanl de JLa, ni, partant, identiquement 
nul. La proposition énoncée par Poisson est donc manifestement inexacte. 

4. Cette proposition joue cependant un rAle si capital dans la tbéorie de 

l'oisson qu'il serait impossible ilc poursuivre l'exposé do celle théorie si l'on ad- 
mettait pour un instant rexaclilude de la proposition en qucâlion. Nous admel- 
tro^^^^^A^iai^it 
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les équalioDA ( 2) deviendront alors 

-A' 

Vivons maintenant comment l'oisson évalue- x, •;. 

Cli.n'uiir (Jcs Inns <|uaulil«''S ^ . est, h l'îiilci iccir il<.' l I<iiii ni 

liqiic aiH|ii< l upparlicnt le puini M, une fonction conliituc des coui^lunnécs 
de ce point; lor« donc que le point M se déplace A Tintéiietir de l'élémeol magné- 
tique dont il fait partie, ces trois quantités ne subissent qu'une variation de Tordre 

(le grandeur de réiémeni ; «, qui siml des quanliléi linieîi, ne varient donc 

d'un point à l'autre d'un éléait:nl magnétique que de quantités inlinimcnt petites 
par rapport i leur propre valenr. En d'antres termes, le Duide magnétique doit se 
distribuer A l'ialéricur de l'élément et i sa surface de telle façon que Taclion 

cxeicée par ce fluide ait la même grandeur cl (a même direction eu tous les [)oinls 
intérieur* à l'éiénicul. Si l'on conoail la forme de l élément magnétique, celle 
condition détermine la distribution qu'alicclc le lluidc magnclique en cet élé- 
ment. 

l'oisson suppose que, pour les corps isotropes, réiénicnl uia^'uélique a la forme 
d'une ,spli/'re; dans ce cas, il eiil aise de Irouvi r Ij iîmlion «pie lioil alTectcr le 
Iluide niagnéli({uc. Faii>on» glisi>cr parallèlement a elle-même la âurfuce qui limite 
l'élément magnétique de telle façon que son centre décrive un chemin infiniment 
petit dirigé comme la force constante que Ton veut obtenir et projioriionnel à 
iTllc force, liritre raneierine et 1.1 nouvelle position de celle .surface trouvent 
dcuv espace* vides, l'un intérieur à l'clémcDl mafjuéliquc, l'autre extérieur à cet 
élément. Imaginons que le fluide boréal remplisse uniformément on de ces espaces 
et que le fluide austral remplisse l'autre avec la même densité. Nous obtiendrons 
aiftsi Iri distrihulioii ntn;;nrti.|iir i ln r * In c. 

iJaiis ces condiliou.s, si nous désijjnons par le Nolume de I incnl magnétitpie 
et par Au, B», Cu les composantes suivant les ases coordonnés du moment 
maj^nélique de cet élément, les composantes de l'action exercée en nn point 
intérieur à l'élément par le fluide magnétique distribué sur cet élément auront 
|Hiur valeur 

s«-|r*A. Jt^-irAH, v=-J=/,C 
Considérons un volume c très petit par rapport au volume du corps aitnanttS 
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mais très grand par ra|iporl au volume m des ôlcmenU inagrii'^ti(|ucs i soit Ai' la 
fraclion de ce volume occupée par les «'lémenls ma(;néti(|iics ; suienl -l o> i**-'** ^* 
les coniposanles de raimanlalioii au point Ml';, r, , '^). intérieur à l'un de» •'lé- 
menls de re volume e; nous aurons sensiMcnicnt 

■ \„-rTA\, it!.„-/. |{, c,.-/r,. 

et par conséc]uenl 

ce qui dnnne iiu\ égalités (3) la forme 

I lit 

(4) ^îfi^l^ ,.!.„ = ., 

Telle est la forme que prennent les équations (3) lorsqu'on suppose que les 
éléments magnéti(]ues ont la furmc sphériquc. 

5. A ces équations (4), Poisson fait subir une dernière transformation dans 
laquelle nous allons rencontrer une nouvelle inexactitude. 
Désignons par l'> l'intégrale 



fffi 



étendue à tous les corps du svsième autres que A, et par la même intégrale 
élcn<lue à toute la partie du corps A située en dehors du volume r. Nous auroui 

et tes équations ({) deviendront 

0\ i* 



tin Ji* \7. ^ 



Désignons par l'intégrale 

/ / / [/2^^f2^z'^).UHy 



V 



13 



clenclucaii cor|i-. A loiil entier,^- compris le volume w D'un raisoiincnitMii uù m; 
retrouvent des inexacliiiidc» analoj^ucs à celles (|uc nous avons signalées nu n* 3, 
l^oisson (I, p. .<()6-a«jH) croit pouvoir di'-duire les égalités suivantes : 

\ [T. ^ 

1 "jç - ~ T 

Si de telles expressions étaient inexactes, comme rien dans le second nu-inbrc 

«le chacune d'elles ne dépend de la forme du volume i', les trois <|nanlilés !^ t 

^ seraient indéiMHidanlcs de la forme de ce volume, ce nue du re«tc l'uisson 

«'ilunce expressénieiil ( I, p. 2(f8); et ce n'est pas là une simple iriHdverl.ince de 
>it pari, iiinsi cpit- le suppose M. M. .Mathieu (lAI, p. i5(i}, mais une («insé- 
«pieiice du rHisoniicriient l'rroné <pie nous avons rapporté au n" \\. 

D'ailleurs, on peut montrer directcnicnl l'inexactitude des égalité» ( j) en rlitf- 
nanl les evpri'ssions exactes qui leur doivent être suhslituées. Cellt.' di-moiistra- 
lion. pour ètr<- ri^'oureuse, suppose tpie l'on se soit assuré au préalaltlv <li- l'fxis- 
It-nce (le 1.1 ioiietion ce «pie l'on peut fiiire <le la manière suivante ; 

Entourons le point M(;, /,, X,) d'une surface fermée t et démontrons ipu- j'in- 
lé);rale 

j j J i ' 

étendue ù toute la partie du corps A extérieure à la surface t, teinl, liirii|iir retle 
-urliir-«- 7 se eoeilraete d'une manière ipielconque justprà venir s'é\anouir au 
point M. vers iinr limite iiidépendiinte île la série de lornies par laquelle passe In 
'url'aee ». Cette limite seia alors lu lonetioti iX''. 

L'intégrale précédente étendue ù l'espace eonqiris entre l.i surface 7 et l.i siir- 
liire ^ du corps A piMil se transformer au ninveti d'une intégration par parties. 
\ dési;.'ii:int la normale vers l'exlérii-ur de la >urfaef et n la normale vrrs l'exté- 
rieur «le l.i surface ï, elle ilevient 

^ ' I t ro.(N,r)+i«,eos(.N,/)-4- Gco»<N,«)]rfS 
— (.l.cos(/i, T)-»- lllbcos(n,j')-4-eca*(A,/)l«/3 

I 
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prcrtiiorc inli'^ralti est indépciidanlv (le la surface <r; la deuxième icixl vi-rs i> 
lorsque la surface 3 se cuolracle; la trui&ièmc lend vers une iimilc indépcnilaiite 
des formes par lesquelles ptsse la sturface « en se contractant, ainsi qu'il résulte 
de la théorie de la fonclion potenliellc. 

L'existence de la fonction # est ainsi démontrée, et de plus on voit que l'on a 

I » 1^ 1 [«I. coi(N, 7)+ A CMC N, y)^ e eot(M, j)] <i£ 

la dernière intégrale s'éleml inl an rorfi^^ \ i.nit entier. 

Lii tbéurie de U funelion ponlenliclle nous cnscigae en outre (|ue, suus cer- 
taines conditions bien connues imposées à la quantité 

la l'onclioii C est continue et adruel par rapport aux coordonm'es r, , 1 <lii 
(iiiint M di's dérivi'c^ tirllr? du prcniitT ontre. L'une de ces dérivées, la <li'iivée 
par rapporta î par exemple, a pour expression 



Comparons cette quantité à ^* c'est-à-dire l'intégrale 

J J J {'^^--''y--^'''!^ù 

étendue à tout l'e-space compris entre la surlacc 1 et la surtace S «pu liniitc le 
volume V. 11 est facile de voir qae Ton aura 

i* - 

^. = ^[«Ceos(N, »)-!- lll>cos(N,j^)-4- 8 co*(N, s>} «« 

■ » '- 

n désignant |« normale â ta surface S vers l'extérieur de cette surface. 



p. DVBBM. 



La dernière intégrale triple s'étend seiikmenl au v<i[iiiiu compris cnirc la sur^ 
face S cl la surface S; mais il «-«t aisé t\<' voir rjn'cii I,i supposant rlenduc au 
corps A loul eiilicr ou ni-glige des qtiaulilés du même ordii: de grandeur que l'une 
«les dimensions linéaires dti volume »\ au même degré d'approxtmalioot d'après 
un calcul fait au n' 3, la seconde intégrale peut être remplacée par 

S. . > , / - 1 It.X^ „ 

On aura donc 

^ = ^ ( J* CM(N, »)H- «h cm{ N. C ro»( N, s >] <te 



M < fi«.( n. T \ cil 
, n ri)'/ n. )')fo«( R. x) ^ 



De cette égalité (8) résulte en premier lieu cette proposition^ dont nous verrons 
plus tard rimporlance : 

Le tymbole 

} } j C^^r^'-Ïrc^-'^J^)"'^*- 

(Iniis Ictjiirl rint>''ç:rotion s'éteit'l au au ps A loul entier, n'a aucun sens. 

En effet, iiu second memlire de l't^galilë (8), les limites sers lesquelles (orideiit 
les coefficients de l,, )i!>«, lorsque la surface S se contracte iodcfiuiincnl, 
dépendent de la série de formes par laquelle cette surrace passe en se contractant. 

En second lietif la comparaison des égalités (7) et {%) donne 



é\ ^ àf °0 II' 

O co«( Ko>=( H. r) 
- IK..^ Ri 

^ Q c«n(«, <>co><R.Jf) 



Celle cgalilé doit être sub&liluée à la première des égalités (i>); une !>ul»»li- 
tutioD analogue doit affecter les deux antres égalités (5). 



i 
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L'me\aclitu(Jc des ép>il!ii'> i ,"! : < >i ,iÎiim idI^i' dirccloinent en évidence. Xi'ari- 
nuitus, (lour coolinucr l'c%pûS'<; de la iticorie de l'oi^son, il nuus faul cuaserver 
ces t'galiic»; carcW en les coropannl aux igaliics ( \ his) que dous obiiendrons 
les égaillés 

I 4 1 - A . i)( i>-f «> ) 
^ . 

\ \ I - < , J<C»-^ «."> 
(loi ' ; = — -, — ' '"'j ~ — ' 



4 i-k ^ _ é{X>-^ ' ) 
5« 5ç — ' 



qui représculcul, daii:> U lUéurie de Puissua. Ici> cuiidiliuu^ louduiiutiule» de 
l'équilibre magnétique. 

U. Supposons qu'une sulislJiue iiiagnéliqat:, possédant im i ix-llit ienl U'aiman- 
tation k de valeur «onnue, suit placée dans un champ iiKi^'iiéii(|ue déterminé, 
c'csl-à-dire dans un espace o& la fonciioa ^ est une fonction connue de 7,, 1^. 
I)iinsres con ilitinn-;. jnictr aux é<|uati-jiis 1 l'.V il stitlïra do coiinaiire ro\pression 
de Vit'' en ruriclion de i^, X„ pour cguDaîlrc eu chaque poiul du corps considéré 
la grandeur et la direction de raiiitaiitation> C'est donc i la détermination de la 
fonction 47 qu'est ramené le problème de l'aimantation par influence. 

Nous avons vo que l'on pouvait écrire 

De cette expression de la fonction y^., la théorie de la fonction potentielle 

perinei de déduire plusieurs conséquences : 
i" Si nous posons, suivant l'usage^ 

en toni point extérieur au corps A, nous avons 

'a' Si en tout point do corps A, la quantité 

<)ii). ùZ 

i>.ic èf 

est continue et admet des dérivées partielles do premier ordre par rapport & j*. 



p. raau. 



y* ^ adinet en tout point du eorpi A des déméei parlîelles da deuxième 
orfre par npporl à Ç, ij, Ç, et l'on a 



iJiirérenlions la prcniirro des t-galiK^s (lo) pnr rapport :'i ç, la seconde par rap- 
port à 7,, la troisicmc par rapport à ^, et ajoaions membre à membre les résuilatH 
ubteous; Dou» trouvons que Ton a en tout point intérienr au corpi A 

Si Ton observe {naintcnaol qu'en tout point du corps A on a 

on voit aisément, par la comparailOD det deux éf^îUa précédentes, que Ton à 
aussi en tout point du corps A 

(Il 6») At»so. 

î* La fonction Vl^ varie d'une manière continue lorsque le point M(Ç«YiiC) 
Iraversi' In «iurfarf ï limite !c cnriiî A; mais sr*; dérivées [lartielk's du pre- 
mier ordre subissent une discontinuité, en sorte que l'on a, mo^'cooanl l'emploi 
d'une notation bien connue, 

ce qui, en remplaçant A«, par leur» valeurs déduites des équations (lo), 

donne 

rvlalton dans laquellr ~ a des valeurs connues, d'après la connaissanee que l'on 

il du champ magnétique et do la forme du corps soNmis A l'aimantation. 

\iiisi iltinc lu fonclion Vif est finie, continue et uniforme dan>t tout l'espace; 
1 lie t'sl <'^.i!l' à 11 à rinfîni; ses dérivées parlieKc; (Iti premier or<lrc sont liiiiL'-, 
I itiiluiiii'!« cl uniluniicâ dans tout l'espace, saui sfir la surface Iqui limite le corps 
««iiitni.i i raimanlolion : elles sont égales à o à l'infini; A la inversée de la sur- 
( i« 1- ï, i lirs M'iili. ni 11 I otiditiiin (i si): dans tout l'espace, saul siir la siirfaiM' il, 
I.". (I> piiriM'tlcN du second ordre de la fonction ^ cxisicnl cl vériiicnl 

r«'ipi.il)uu d«' l.aplace. 



Digitized by Google 



ÉTCW «MTOBIQI'B StU U TnCOR» OC L'AIMASTATtOX FAR IXILCESCX. . I7 

Telles iont les Gonditîons obtenaes par Poisson pour délermtner la foiMSliOii 16* 
et, par conséquent, pour résoudre le problème de l'aimantation par influence. 

Ij'ëiablisscnicul de rr'; conditinns donne lieu à une ufiuw llc ri!.j. riii)n. 

Eu efi'cl, la dt-Juclion des égalités (11 bis) et (13) suppose l'emploi des égalités 
(10); d'autre part, les raisonnements employés par PotSMMi pour parvenir aux 
égalités (10} supposent qu'autonr dn point ((, i), on puûs« iraoer un volume v 
liniitr par une surface y dont tous lo« priiril> snicnt A uni' dtvtanrc liti point (;,t,,!^) 
très grande par rapport aux dimensions d'un (élément magnétique clqu«, déplus, 
i llntérienr de ce vdinme t-, a., vb, e varient d'une manière conllnue. Cette con- 
dition n'est plus remplie lorsque le point M(|,r„ Ç) est très voisin de h sur- 
face 1, ainsi que Pois'îon le rciti.iri|ii(' cxprfsit^mcnt : . Aî;ii=; la cundidon, dit-il 
(1, p. 374), relative à la di>i:irn r de M au% points extrêmes de v ae sera pas 
remplie tout autour dn point M, (|uaad il sen situé & la surface de A ou extrême- 
ment près de cette surface. L'action totale de ce corps sur les points Uès voisins 

de sa superficie dépendrait, en chaque point, de la di!;po>ition partimlièru des 
éléments magnétiques autour de ce point} c'est pourvoi nous ne chercherons 
pas à la déterminer; et il nous auflSra de prévenir que tout ce qui va suivre n'est 
applicable qn'aoi points de A, dont la distance è sa surface est très grande par 

rapport aux dimension^: des éléments, ce qui auraUen» doreslCt dès que CCS points 
seront situés ù une profonflour appréciiihle. » 

Il résulte de là que les égalités (10) ne sont point démontrées pour les points 
très voisins de U sur/ace Z; qu'il en est de même de Tégalité (■ i fru); quant i 

l'égalité (12), comme pour l'établir on a fait usage des égalités (lo) en les appli- 
quant à des points inOninienl voisins de la surface S, on doit la regarder comme 
entièrement douteuse. 

7. Telle est la voie suivie par l*<>i*«ir>ii yiour pnnrnir s'» mcUr»^ en iiiou le 
problème de l'aimanlalion par influence; celle voie, nous l'avons vue, est hérissée 
de difllcnllës analytiques qui suffiraient pour rendre extrêmement douteux les 
résultats obtenus. Mais, de plus, â ces critiques d'ordre analyli(|ue auxquelles prèle 
(;i ihf'oric dr> riji^i^nii, \irnnr-nt SO joindrr iIp^ oli]ri'li(ni^ fmii riii'^ ji.ir IV-xin'rirncr. 
C'est la détermination expérimentale de la valeur du coeflicicnl k pour ditti'rentcs 
substances qui conduit fl des conséquences incompatibles avec ta théorie de 
Poisson. 

Imaginons qtit* l'on ait Intèfjr!' Il's é<pinlion< rln prahléme de l'aimanlalion par 
influence pour un corps homogène de forme déterminée placé dans un champ ma- 
gnétique déterminé. Le résultat de cette intégration sera d'exprimer la fonction ^ 
au moyen des coordonnées 1), Ç et du coefficient k\ ce résultat peut donc s'ex- 
primer par l'égalité 

II. — Fae. tf« r. 3 



t « liiiil uno lonclioii dr- rurrnr conmte. Drs lors, si. par une méthode rxpérlmen- 
Ulc «{uelcon<|ue (il en existe un gruntl nombre (|ue nous n'avons point l'intention 
d'étudier), ondëtenBiiiel«v«leurde W ou de l'une «Je ses dérivées partielles en un 
poiDl délerminé d« re»p«ee, on obtîendn aoe équation de laquelle oo pourra tirer 
la valeur de f. pour le eorps uiis en ex[)érience. 

Lu grand nonilir< <)>■ dctcrminaiions de ce genre ont été cITectuées; elle» con^ 
duî»cnt au résult^u i;t néral suivant : 

Le eœlïïcicDt tr, twt» peiU ponr les corps Isiblemenl magu^tiques, est très 
voisin de l'unité pour le fer doun et supérieur i runilé pour (es corps diamagné- 
tique^. leU que le liisnuilli. 

Ce rcsullal csl-il compatible avec lu tiiéorie de i'oissou / 

Dans la théorie de Poisson, kv est le volomé oecu|>é par les éléments magnéti- 
ques sphéricpies (|uc renferme un volume e du corps aimanté» Soient H !>' r.i\«in 
di s rh'iiiciiis magnétiques et -ao la distance de leurs centres. Le rapporlA a alors 

pour valeur 

i ~\\t - / 1{ . > 
* " Va*" 6\â) ' 

R étant au plus égal à a, on voit que k doit itte compris entre o et ^» consé-> 
quence îneompatible avec tes résultats de l'expérience. 

Il y a plu*; lor-fjui-, pour un même corps, on r*'pèlc la déleruiinalion de avi-c 
de» champs magnélic^ues dilTérents, on trouve pour k des valeurs difléreotes, 
tandis que, dans la manière de voir de Poisson, On devrait obtenir une valeur 
constante. 

On voit, par conA«î<jncut, combien lu tliéorii' iinn^'inée par Poisson pour sou- 
incdrc au calcul le {irobléine de ruinianlaliou pur inlluencc, Loul en consliluanl 
une importante et remarquable tentative, est encore éloignée du degré de rigueur 
anal^vtique et d'accord avec l'expérience qu'il est permis d'ekiger en une question 
(dlraui un si grand intérêt au double point de vue de la Physique générale et de 
la pratique. 

Jj IL — Formation des équations d'équilibre. — TravaiUt 
des successeurs de Poisson. 

K. Les diftieullés el inexactitudes que présente la théorie de l'aimsnlnti on par 
iiillu<-nce, ima^'inée l'oi-^^orf. (nil ;tiiifn''' plusieurs pbv-fricns à modifier el à 
transformer la voie suivie par 1 iilustn' géonièUc pour parvenir à rëtablis»omcul 
drs équations de l'équilibre magnétique. Nous allons examiner rapidem eut les 
tentatives qui leur sont dues. 
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Purmi les travaux qu« »oas loroos à meniioaner, le danuer en éàtù ett celui 
de M. Ë. Mathieu (LXI); c'est oependant par l'analjse de ce Uavail que dqub 

commencerons noire euposé, parce que les idées de M. I^. Afalhieti sont, de toiiles 
celles qui ont été émiaes au sujet de l'aimanlalion par ioflucacc, les plus voisines 
de celles de Poisson. 

M. £. Mathieu commence par exposer la théorie même de Poisson ; mais, dans 
cet eiposé. il évite les inexactitudes commises par Poisson. Si, dans les raison- 
oemeols donnés par Poisson pour parvenir aux équations (10), on suppose que le 
volume V ail non pas une furuic arbitraire, mais la foriiic d'une sphère concco- 
triqwe à Pélémenl magnétique, et si Ton suppose, de plus, le point M(i, i|, 1^) 
placé BU centre commun de r<'l> in< nt magnétique cl du volume v, loiiîes Ifs ob- 
jections que nous avons •iiL''Mloes disparaissent et les équatioas (10) se trouvent 
régulièreiucMl déduites des livpolhcâcs admises par Poi&son. 

ftfais les équations (10) ainsi établies continuent i n*étre valables que jusqu'à 
une dislance de la surface du corps aimanté très petite par rapport aux dimensions 
de ce corps, mais très grande par rapport !»tiT fltmrn^inns ilc-. L-lrmcnls maijn*'- 
tiques, eu sorte que la réduction du problème aux équations diHérenliellos et 
l'établissement de la condition relative i la surface du corps aimanté donnent 
prise aux mêmes doutes ifuc dans la lliéoric de Poisson. 

D'autre part, l'cspo^i'^ ili- ^I. I'. Al iihicu conduisant aux mêmes équation^ ilif- 
lérenlielles que la theurie de i^oisson et donnant au coefficient k la même signi- 
fication, les difficultés provenant de la valeur trouvée expérimentalement pour ce 
coelHeient dans le cas du fer doux et des corps diamagnétiqnes continuent de 

subsister. 

Ce sont ces dernières objcciions que M. Ë. Mathieu s'est proposé de faire dis- 
paraître en modifiant les hypothèses fondamentales sur lesquelles repose la théorie 
de Poisson. 

Pour tpie le coeUirionf /■ yûl ftfVfnir aii<-st voisin de l'unité que l'on voudrait, 
iM. £. Miithivu a admis pour les clénicnls magaéliqucs d'un corps isotrope une 
forme dilTérente de celle qu'avait imaginée Poisson. Il a su|<posé que les éléments 
magnétiques étaient des parallélépipèdes curvilignes rectangles, dont la hauteur, 
dirigée comme l'aimantation en un point de rélénicnt, élait très faible par rap- 
port aux deux autres dimensions du parallélépipède. Cette hypothèse une fois 
faite, on peut reprendre Pcsposé de la théorie de Poisson, à la condition de sup- 
poser que le point M(|, «i, C) est le centre de l'élément magnétique, et que le 
vuluuio f a la forme d'un parallélépipède homolhétique de l'élément mnçni'''ique 
par rapport au point M. En conservant toujours au coeflicicnt A" la sigiiilieation 
qu'il a duos la théorie de Poisson, on obtient alors, non plus les équations (10), 



ao i>. wm». 

mtà» les équations d« uéme forme 

1 1-* ai V -4-1)1') 
4«-j-A»" — ^ — . 

P«_-_C = 5^ 

D'a|»r(s la forme choUJe pour les éléments magnétiques et pour le volume le 

i'a|>|irii'l /', s.ms surpasser l'iiiiltt-, pt^iil en èlrc aussi voisin que l'on \eut. 

Celte iTiiirliiic:iti«n apportée à la ttH'Dric de l'nisson ne «uflirait pas. louttTols, à 
rendre compte des propriétés des corps diainagiit^tiques. Pour e&pli(|ucr ces pro- 
priétés, M. É. Mathieu admet une hypothèse imaginée tout d'abord par M. Ed. 
Becquerel el développt-e par M. Ivllunj.'. D'apr«-s celle liypoili^se, les corps dia- 
loagiicliqucs sont simplement des corps magnéliquc» plongés dans un milieu plus 
fortement niaguéiique. Soumettant cette hypothèse au calcul, M. Ê. Uathten 
trouve qu'un corps doolle coefficient d*aimaatalion est k„ plongé dans un milieu 
dont te coefficicnl d'aininntniion est A'j, se oomporlc comme uu corps de mémc 
forme, plongé dans uu milieu magnétique, mais pour lequel on aurait 

I — *, 

D'après RI. Ë. Mathieu, le corps senj iitagricliqiic si l'on a Aij>Aj el diuma- 
giiélique au contraire si Ton a A,, > /. , ; on voit, eu elTct, que l'on a alors 

I — A I — A I 

et, A-4 étant forcément compris entre o et i, cette quantité a le signe de ki — At. 

Tels senties principes fondamentaux dk la théorie de Taimuntation par inlluenee 
ili'vc1n|i].i !• p u- M. M. Mathieu ; comme la lliéorir <ic l'ois'Dn, elle donne prise à la 
critique du géomètre dans la réduction du problème de raimautaliou aux équations 
dilférentielles et aux objections de l'expérimentateur en ce qu'elle laisse au coeffi- 
cient A- une valeur constante; mais elle fait disparattre quelques-unes des erreurs 
qui déparaient la théorie de Poisson. 

9. En Angleterre, Green (IV) n'a donné que peu de développements k la 
théorie d<; l' iini, mi llion par iniluence; il n'a •.ninr Kilt qu'exposer la théorie de 

Poioifin , SirW. 'i'fiomson (X!\ cl XI.N II) s'est à plusieurs rrj>ri>r-t oerrip*^ de 
cette question j quant à Maxwell (L\, p. 5i el suiv.), il s'est conleolé de re- 
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prodoire h théorie <te Sîr W. Thomaon en r*brége«nl. C'cit doue rartout l'étude 
<les tra^aux de Sir W. ThoJBSoa qui importe pour la connaîaMnce doB idée» des 

phySH icns ;in;r'.ii-< ^iir pr-ttc (jti<><lion. 

Sir W. Tliomson repuu»$c loulc ii^polbèse sur le* éli^meni* magiuHitiues el »ur 
les fluides niaguéii<|ues. Un Btroant est «lors défini siinplcinent par la grandeur et 
le directioo de raimanlalion en chaque poinl. Pour pen'cnir auK rqu.ilions de 
I aiiiianUilioTi jiiir influence. Sir W. Tlioinson udiiicl cuinnic ltv[)rttfi('<ip roiiil.nnrn- 
uie la proposition suivanle, laquelle ne se présente dans la théorie de l'oisson 
que comme une conséquence des kjpotbèces faites sur Us éléments nmgntHtques : 

En lont point (;, r,, s) d'un corps isotrope uaunit à l'aimantation, tescoi»^ 
potantes A,, 'A,, e* dSr t*t^mantaUon sont proportionnetUs nspeetivement aux 

composa n II' s X, Y, 7, lir' t'artion magnétique exercr-' nu point r,, T) par 
tout ies aimants extérieurs à une tphère dk rayon injinimciu pctii entourant 
le poinl (;.T,, ;). 

Celte proposition s'cspiiiuc |iai li ^ réalités 



(«4) 



«k,-/»Y, c,-/>ï. 



r|:in^ lr*qiio!l.»4 p c<\ iinr rnn$tante quolconquei 
Les égalités, faciles à obtenir, 



Y=— * 



d| l-I^AA^r 



_ . àl V> -i- «J' ) î 

Z=_A *|.A^ 



«■0» 



donnent alors 



{'S> 



c(,-j,,.).-.a2*s>. 

Ces éi|iiuliQns remplacent les éqtmlinnt '\,^ \ Ac l.i tln'inir» Je Pniî-<nn; mais il 
est aisé de voir qu'elles évitent les principales objccliou$ auxquelles celte théorie 
pouvait donner lien. 

Tout d'uliord, rétabiiisement de ces équations (iS) n'est point injelaux dtlti' 
cultes .iniilylitjucs que sonirvait, il nis I.i théorie de Poisson, rétablissement des 
équations (lo); en second lieu, cc$ équations (i5) demeurent exactes dans la 
théorie de Sir W.Hiomson, même pour les points infiniment voisins de la surface 
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du corps aimanté, en sorte que la dédaclioo des équiUons dîA^renlîellM et de !■ 
oondiltoa felalive A la sarfaœ du corps aîmuité se fimi sens donner prise à Bocune 

critique; enfin, gr.îcc à la granile ind^lermination laissée '< In ron^lanfc p. Ir? 
propriétés du fer duux ou des corps diamagnëliques ne sont plus en contradicliou 
avec la lUéoric. 

Une seule objection demeure: c'est celle qui provient de la variation que subit, 

d'après les résultais de l'expérience, la valeur du coefficient A ou, ce qni revient 
au même, de la quantité p, tandis que la constance de p en admise par Sir W. 
Thomson comme un principe, qu'il nomme Superposition des indtKtiùtu ma- 
gnétiques et qu'il énonce ainsi (XIX et LVIII, p. 38^ et suiv.). 

« Différents aimants placés simultanément an voisinai^e d'nn corps susceptible 

d*£tre il imunté par influence (fcrroniagnétiquc ou diamagnétique) j délemiacnt 

une di^liil)utir>n niafîîirtiqiii' ii1i-MlIi(iic ,'t ci Ilc> que l'on nlilicDiJi ;ut en cejinposanl 
les distributions magnétiques déterminées par chacun des aimants, placé au même 
endroit, les autres aimants étant enlevés. » 

Au sujet de ce princi|»c, Sir W. Thomson ajoute : 

« .... La sccondt l'iopusuioD, celle qui énonce l'indépendance mutuelle des 
inductions magnéti(|ues superposées, revient à énoncer ce principe, que, lorsqu'on 
fait varier dans un ci n lin r.i{i[<iii i l'action exercée en un certain point d'un 
clianip mrij;ni iir|iit', l'aimantation de la siili^tanrc qtji se trouve en ce jmint \7»rie 
daui le même rapport. Ce a'e»l évidemment point un principe entièrement gé- 
néral. Il n*est applicable ni Pacier, ni aux substances qui forment les aimants 
naturels, ni, plu-, généraiemeat, aux substances qui possèdent ù un degré quel- 
conque le pouvoir de résister à raimant'ilidu il À !.i désaininniiiiiiui. [lotivoir 
nomme par Poisson /vrce coercitive, pouvoir en vertu cluquel ces substances sont 
susceptibles de retenir l'aimantation d'une manière permanente. Il n'est pas non 
plus applicable au fer doux, comme le démontrent les expériences de Joule et les 
(•\|,('rifin;es plus récente"; de Garleultau'îf r «-i .Mnller, si ce n'est fuiinir I.m 
niantaliou approchée, lorsque les forces qui produisent l'aimantation ne mitjds- 
senl pas une certaine limite. Mais il est extrêmement probable cpic ce principe 
constitue une loi vraiment approximative, sinon rigoureuse, pour l'aimimiaiion 
de toute stih<tnnce homogène de faible capacité induclive et di-niipi' ilc force 
coercitixe ( ce qui parait être le cas de toutes les subsuaces ferromagnétiques ou 
dîamagiiéiitpii's qui ne renfinment point de fer OU de nickel, ou qni n'en renfer- 
ment qu'une petite quantité A l'état de combinaison cbimique). Pour fonder une 
théorii' ci.ni|i!i"ir t. l'induction magnétique, il <irr:\il nécessaire <\r f.i'uc l'étude 
expérimentale des luis auxquelles est soumise, dans les diverses substances, l'ac- 
tion de la force eoercitive et des variations que subit, avec la valeur actuelle de 



Digitized by Google 



fcTL'DB HISTORIQUE SVR U TOKOUK DE L*AnunTATIOJI PAK IXrLUESCE. 33 



rainiantatioa, la capacité îndacdvc du fer «Iouk et peut-être des «ulres stib- 
stoDces. M 

Dans un cours sur la ilu'oiic du magnétisme professé en tSV et piil»!i»'' dcpnis 
par SUD nis M. C. Ni-uiuaiiu, M. F.-E. Ncuinann (Llllj s ci|irin)c dans des 
tenues analogues «u sujet de la variation que, dans le fer doux, le coefficient p 
subit avec l'intensité de rainiantuliun; mais, pas plus que Sir W. Thomson, 
M. F.-E. Xcumnnn n'essaye d'élMucher une théorie de l'aioiaDtalion qui tienne 
complu «le ccUc variation. 

10. (rc»i Â G. Kircbboff (XXVIII) que Ton doit d'avoir marqué la voie à 

une iciiilil.ilitr lliri II if. 

Dans une Aute ajouléc à un Mémoire dont le but principal était d'intégrer pour 
un Gjlîndre indéfini les équations de l'aimantation ]iar influence données par 
Poisson, G. Kircbhofr a introduit rbypothise que les équations (i4) devaient 
être remplacées par les suivantes ' 

le sjrmboie / dé^igaaul une fonction qui dépend de la nature de la substance sou- 
mise i raimaotalioD. 
De ces équations on dédoit facilement la nouvelle équation 

> 114.1 -i> C} <= < X> -f Y > X> )/* (j/X'-i- Y»-t-Z»), 
qui, résofue par rapport i /X'-|- Y*-|-X», nous permet décrire 

i/x«-H Y«-*-z» « gK^^M-^'^l-^^l)' 

Si nous posons alors 

les égalités (i6) deviendront 

X s .t„/,(,/.Wî s;), 



a'i p. DVIIEM. 

Ces égalités nous dooneroot «tort 

(,c t,is) < A — (/a.{^Ta,j-^ôi)- 1 «a] . 

I A^iii^ — e. [/.(✓XTmSP:^)- I «*]. 

De ces équations on déduit 

* IL J -^ L J "^l < Ji 

Celle dernière équation, résolue |)ar rapport à /Xj -H iH.J -+- peut s'écrire 
Si l'on pose alors 

/i [#1(0- 1 «aJ 

les éfpiations (iG bis) deviendront 

i, <(t)-i-<P) „ i. /rt<(v>-t-<e')i' r.<(v)-t-«')i« rc»{v>-t-ur')V| 

Trllo* sont les c(jualion5 qui, d'après la thooric de (1. Kiri liliolT, iloivpiit 
élre subniluécs aux équations (i5), si Ton veut obtenir une thcuric cuniplèle de 
l'ainantation des substances dénuées de force coercitive. La réduction de ces 
équations (17) en équations dinTércruicIlcs se fait de la môme ni.iiiii r<- r|iii' la ré- 
duction ou «'■quatiiins difTérenliflles des conditions d'éqiiililirr diiniici s |)ar la 
théorie de l'uisson; mais l'inlcgratioD de ces équations diflerenticUcs .suppose la 
détermination expérimentale, pour chaque substance, de la forme de la fonc- 
tion F. A rt l égard, Kirehhofl' observe que, si, partant de la théorie de Poisson 
et de Sir W. Thomson, on cherche i déterminer la valeur de p par l'étude des 
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RCtioDB quVzcrce A l'ezt^eor on elliptoïde placé dani nn champ magnétique 
aaiforme, on obtient pour 

A 

une valeur variable qui repréaenle précîtémeot 

M/l— sr~J 5r"J r 

C'esl là la seule conséquence que M. G. Kirchholl ail déUuile de la tliéorii' 
nouvelle de l'aimantalion dont il avait posé \ca premiers julonc. A, Beer(XL), 
en exposant la théorie de M. G. Kirchhofi', n'est pas allé pins loin que lui. 

§ m. — Th<4»èaMS gtaAnnx «t ofts partienllan d'équilttm». 

10. Noti'i nvnns cxnmini- av^c ;^rnn(t tl.'t.iil l.i \oii' '-iiivir par les divers j)h\si- 
cieos qui oui Irailé de raimarilalion par influence pour parveuir aux condilions 
de l'équilibre magnétique. Il nous reste A indiquer brièvement les théorèmes gé- 
néraux qui ont été déduits de ces conditions et les cas particuliers oA Ton est 
par\cnii A int<<grer les équations différentielles auxquelles ces f»nditioos peuvent 
se réduire. 

Jusqu'ici, aucune conséquence o*a été dédoilo des équations générales données 
par M. G. KirchbofT, si ce D*esl la remarque que nous avons indiquée au sujet 

d'un flli[i-Smiie pl.tci' d-in-H un champ mac^nrtiffue uniforme. Toutes les recberchcs 
que nou.4 allons mentionoer se rapporlcal dune exclusivement aux équalious dé- 
duites de la théorie de PoisSMi et de Sir W. Thomson; elles supposent toutes la 
constance du coelBeient d^aimantation. 

Tout le problème de l'aimanlalion par influence se ramène à drlcrminer la 
forme que prend la fonclion VS> lorsqu'un corps donné esl placé dans un champ 
magnélique donné. M. F.-E. Neuroann (LUI) a démontré que deux fonctions V' 
distinctes ne pouvaient satisfaire aux équations do problème, et que, par consé^ 
(|uent, le prolilrine tie raimantation par influence ne jionvait, clans eliaque oa», 
admettre plu» d'une solution. Sir \V. Thomson (XL\ I1) a donné de ce ihéo- 
rèmc une démoosiralion un peu différente de celle de F.-E. Neumann. En même 
temps, Sir "W. Thomson a démontré que les équations de l'induction magné- 
lique déterminaient toujours une fonction Sa démonstration, imitée de celle 
qu'il a\ait imaginée pour le principe dit de l^ejcune-Dirirlilet, donne naturelle- 
mcQl prise aux criliqucs adrcsbécs par M. Wcici^slrass i celte dernière. La dé- 
II. — F«e. tur 4 
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monstralion de Sir W. Tliomnon «'applique «'galemcnl au prohirme de rinducllon 
rnagnéliquc des cristaux. 

Sir W. Thomson a «'■galciiicnl donné, mais sans démonstration complète, qucl- 
<pics propositions générales sur la stabilité de l'équilibre d'une nia$5c magnétique 
placé en pn'sencc d aiinanis permanents (W III) et sur le» phénomènes ther- 
miques qui arromp;i;;nfnl le déplacement d'une masse magnétique dans un champ 
magnétique (L\ II, t. I. p. -i vi ). >ious ne faisons qu'indiquer ici l'existence de ces 
propositions, que nous aurons à discuter en détail au cours d'un travail ultérieur. 

12. C'est surtout sur l'intégration des équations de l'équilibre magnéliipic que 
les géomètres ont porté leurs elTorts; nous nous contenterons d'indi<|ucr très rapi- 
dement ici les cas particuliers qu'ils sont parvenus à traiter. 

Dans son premier Mémoire sur la théorie du magnétisme (I), après avoir établi 
les équations de raimanlatioii par influence, Poisson a intégré ces équations pour 
une masse comprise entre deux sphères c«tncentri(|ues, dans le cas où la force qui 
produit l'aimantation provient' de masses extérieures à la sphère qui enveloppe le 
corps soumis à l'aimanl.itiun. Dans la partie creuse que renferme la couche sphé- 
rique, dans l'intérieur de cette couche et à l'extérieur, la fonction »),"' est exprimée 
soit par une série développée suivant les puissances croissantes 'du ravon vecteur, 
soit par la somme d'une semblable série et d'une série ordonnée suivant les in- 
\erscs de la même (piaiitité, soit par une série de celle dernière forme. Les coefli- 
cients de ces séries sont des fonctions de deux angles que l'on peut déterminer 
lorsqu'on sait développer d'une manière analogue le potentiel des forces qui pro- 
duisent l'aimantation. 

Cette méthode générale a été appliquée en particulier par Poisson au cas où la 
force <pii produit l'aimantation est une force cunstantc en grandeur cl en ilirec- 
tion comme la force ntagnétique tcrrcslre. 

Dans un Mémoire ultérieur (II), Poisson a déterminé la distribution du magné- 
tisme sur un ellipsoïde à trois axes inégaux placé dans un champ magnétique 
constant; celte distribution possède rimporlante jjroprii'té d'être uni/orme; il a 
de plus fait usage des principes établis dans son premier Mémoire pour discuter 
la méthode que Barlow avait imaginée en vue de compenser les déviations pro- 
duites sur le compas d'un navire par les masses de fer que le navire renferme. 
Beer (X\X), Pliickcr (XXVII) cl Lipschitz (XXN'll) ont donné une solution 
simplifiée du même problème. 

Uécrmmenl, M. Greenhill(hIV)a étendu la méthode donnée par Poisson, pour 
résoudre !<• problème de l'aimaolalion d'un ellipsoïde plein, au problème de l'ai- 
matiliiiioii île la couche comprise entre deux ellipsoïdes conccntri(pies et liomo- 
ihétiipies. 
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F.-£. Neufuann (LIII) a repris la solulion donnée par Poi»son de l'aiiuaululiuii 
d'une sphère pleine ou crrenae sous Faction d^aimanla ezlërieurs quelconques. 
Aprfts avoir régularisé']* solatioo générale, il a traité en pariieulier le cas oft la 

sphère e.Hl .«oumiitc à l'aclion d'un barrciiu «racicr uniforiiii'-nionl aiitiHiilé cl dirigé 
guivanl un do ces rjivons, cl le cas où in sphère esl soumise à l'acliuii d'un cou- 
rant circulaire a^ant son centre sur l'un des rayons de la sphère et son plan per- 
pendiculaire 5 ce rayon. 

F.-E. Neoniiinn a étendu (VIII) au caii d\in ellipsoïde de révolution la mé- 
thode donnée par Poisftou cl perfeclionnéc |)ar lui pour résoudre le problème de 
raiuianUUiuu d'une sphère soumise à l'action d'aiuiants extérieurs quelconc|ues. 

Si Ton fait croître indéfiniment le grand axe de rellipse mériflienne en laissant 
fixe le centre et le petit axe, rellipsoïde de révolution se transforme en un rvlindre 
indéfini; maïs, en général, les formules de K.-K. Nenmann penlenl loule sif!;nifi- 
catiuii iors(|ue l'cxccntricilé de l'ellipse méridienne croit uu delà de toute limite ; 
Paimantation d^un cylindre de rétotution indéfini est donc un problème qui doit 
être traité directement. C'est ce qu'a fait G. KircbhoiT (XX\'1II ) dans l'impor- 
tant Mémoire que nous avons déjà eu occasion de citer au n" lU de la présente 
Introduction. 

Dans un autre Mémoire, G. K.ircbhoir (XLI) a résolu complètement et d'une 
manière très simple le problème de l'aimantation pà^ influence pour un an- 
neau ili' fer (iiiux, îiinilé par tin tore ohtenii en faiçrmt tntirner ;>rilour d'un axe 
une courbe fciiucc quclcon(|uc, dans le cas où cet anneau est eulouré par une 
bobine formée de courants fermés, équidistanls, placés sur les méridiens d'un 
autre nnnc^tii ayuul même axe que le premier. Il en a déduit une méthode pour 
déterminer les cocfTicienis d'induction, méthode pleine d'élégance et plusieurs 
fois employée par les expérimentateurs. 

Enfin P.>E. Neumaun (LUI) a montré qaeka composantes de l'aimanlation 
en chaque point d'un ellipsoïde è trou axes in^nx aimanté par des forces quel< 
confpies peuvent toujours s'obtenir sous forme finie au movcii de formules où 
figurent des intégrales triples étendues au volume de l'ellipsoïde. Ces formules 
très simples sont tes suivantes : 

Soit r la distance du point {x, ^, « ) au point t„ C) ; supposons que les axes 
de coordonnées coïncident avec les axes de Fellipaoîde; posons 

~kJJJ i 
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et nous aurons 



Toi- -uni les princip.Hix cas où les <'(|ualiotis ilc rainiaiilation par iniluencc 
donucea par Puissun aient élu inlégrvcs par le» jjcumctrc». Leur petit nombre ue 
doit point surprendre si l'on observe que le problème i résoudre est beaucoup 
pins difficile que le problème de la distribution éU-ctriipie sur les corps conduc- 
teurs, problème si difficile à aborder cependant dans la plupart des cas. 

§ IV. — Induotiom magnétique dM eorps distallisés. 

13. Poisson avait donné les équations sur lesquelles repose la théorie, encore 
admise aujourd'hui, de l'induction magnf^liquc des corps cristallisés \in;;t-troi> ans 
avant t\n\in expérimentateur songeât à découvrir le phénomène dont l'illustre 
géomètre avait d'avanec indiqué les lois. 

Dans les corps isotropes, il est naturel de supposer que les éléments magné* 
tiques sont sphériqucs, ou du moin^, s'iU ne sont pas sphéritpu s, mais d'une 
forme moins régulière, qu'ils sont ili-<iribiié$ îiidiiri'rcmmcnt dans tous les sens. 
Il n'en est plus de même dans le cas des corps eri^lalii^és. 

« Le rapport entre la somme des éléments magnétiques et le volume entier dans 
chaque corps aimanté, dit Poisson (I, p. a38), n'est pas la seule donnée relt- 
li\e à ce corps, indépendamment de sa forme ou de ses dimensions d'où puisse 
dépendre l'iulcnsité des actions magnétiques; la forme des éléments pourra ainsi 
influer sur cette intensité, et cette influence aura cela do particulier qu'elle ne 

sera pas la mime en de> st (lllT<'ienl>. Su|>posons, par e\enipl(', (|ne les «Icus 
aXiCS magnétiques sont des ellipsoïde» dont 1rs axes nul la même ilir' elion dan« 
toute l'élciidue d'un même corps cl que ce corps e»l une sphère aimantée par 
influence dans laquelle la force coercitive est nulle; les attractions ou répulsions 
qu'elle exercera au dehors seront diflltrentes dans le sens des axes de ses éléments 
et dans tout autre sens; on sorte f]iie, si l'on fait tourner cette splu'Tc sur elle- 
même, son action sur un même point eliangera en général eu grandeur el eu di- 
rection ; mais, si les éléments magnétiques sont des sphères de diamètres égaux 
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OU itK'gaux, ou bien s'ils s'écartenl de la forme spliérique, mais qu'ils soietil dis- 
posés sans aucune règularilé dans l'iulcrlcur d'un corps aimante par inlluence, 
lean formes n^îoflneroot plos sur les résultais qui dépendront seulement de la 
somme de leurs volumes, compan^c iiu volume entier de ce corp$, et ({ui .seront 
alors les mêmes eu tout sens. Ce dernier cas est celui du fer forg<^, et sans doule 
aussi des autres corps non crislallist^s dans lesquels on a observé le magnétisme ; 
mats il serait curieux de cbereher si le premier cas n'aurait pas lieu lorsque ces 
subslancc* sont cristallisées; on pourrait s'en assurer par l'expérieneo, soil en 
ap[)roeliant un cristal d'une aiguille aimantée librement suspendue, soit en fais.int 
0»ciller de petites aiguilles taillées dans des cristaux en toute sorte de sens et 
Mumises à l'action d'un très fort aimant. » 

Le problème de Tinduction magnétique d'un corps cristallisé se traitera donc 
de la intime manière qiio le prohî'irii- di- l'in iliiciiun n).-»i;n»'-li<|ue d'un corps 
amorphe. iMais, tandis que pour ce dernier on piuivuil .supposer que ies éléments 
magnétiques ont la forme spltérique, pour le premier problème on devra laisser 
quelconques lu forme et roricnlatiun des élcmcnls magnétiques, en supposant 
senlemt.nt que colte forme et celte orientation sont les mêmes pour tous les élé- 
mvnls. 

Ce problème nouveau a été traité par Poisson en même temps que le premier» 
Dana l'un comme dans rautre« on a les équations (3) 

-A^H-a-o, 

_A.jç.+1f-o; 

mais, au lieu d'avoir, comme dans le cas des corps isotropes, 

il est très facile de voir, selon Poisson, que, dans le cas des corps cristallisés, on 
doit avoir des reladons de la forme 

a =- * Q «b, -4- Re«), 

p =- JcP-JU -«-Q'rtt -»-R'©.), 



P, Q, R, Py Q', R', P*, Q% R* éUDt neuf coefficients positifs dont la valeur, qui 
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<'^i la nu-me en Ions \e* poioU d'un corps homogène, déi)cnd sculemenl de la 
iovme des éléuietiL!) magaéU<|ues. 

Ceat wulemeiil lorsqu'on introduit l*hypolbèiie que l'action d'une sphère ei- 
menl^ ne doit point i.liangcr par une rotattOB «utour de son centre que ces 
coeUfieients «ont assujeltis aux relations 

1"=:.., I"=0, 

o, Q = o, 
Rso, R'«o, 

coufurme à ce qui » élé trouve en supposant aux i-lcnicnls la iornic sphcriquc. 

D'après cela, en suivant un raisonnement semblable à celui par lequel Poisson 
a établi les équations de raimantation des corps isolropeSj on est conduit, pour 
les corps aoisotropesi ann conditions d'équilibre soivantes 

(Ptl» -*-<i«»»-*-Kt.,)=3 * 

— r— (" Q *»-t- Il"S») «a— ■ -f , 

<|ui peuvent encore s'écrire ainsi 

Les cocflicienu positifs /», r, f/, r', //, 7*, ont avec P, Q, R, F, Q*, R', 

l'''» ^~î"^ I^* d<'5 relations faciles à trouver. 

Il sufllra crnpplitpuT à m l'qiintions des méthodes .inalomies 5 cil!c< que 
i'uisson a employées dans l'étude des corps isotropes pour otttenir la lliéorie, 
encore admise aujourd'hui, de l'indnctian magnétique des cristaux. Cette théorie 
«■lire les mêmes diflicultés et est soumise aux mêmes objections que la théorie do 
Tinduction magnétique des corps isotropes. 

a. Poisson anit d'avance indiqué la voie par laquelle on parviendrait i d^S- 

couvrir les phénomènes d'induction magnétique des cristaux ni les |>rincipes qui 
sen'iraient è expliquer ces phénomènes. Les expérimentateurs tardèrent vingt- 
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trois MD^s i reconnatlre lespHénomènef dont on leur avait signalé l'existence et, 
lors4|n'ib fMeiirentdéeoiivierts»illedTfUliit plus de devx ans pour les comprendre. 

En 1 S^-j Pliicker (VII) .n nnt pl;i( r (]e<i f r!-;taii\ diversement lailli'i enlrc les 
deux pûles d'un éleclro-aimanl semblable à celui au moyen duquel Faraday- avait 
découvert le diamagnétitrae et la polarisation Totatoîreiiiag né liquc, observa les po- 
sitions que prenaient ces cristaux et crut pouvoir en conclure i une action exercée 
par le magnétisme sur les axi * n|.iiqucs, action difitTenle du inagnt'lisnn' t-i du 
diamagnëiisme. Voici la loi expérimenule par laquelle il résuoiait te» recberriir s : 

« Si Ton place un cristal unîaxe quelconque entre les denx pôles i\tn aimant, 
l'axe est repoussé par cbacun des denx pAles. Si le cristal est biaxe, chacun des 
deux axes opiiques est rej>ouss6 avec la niêrar f.n i o par chacun des deux juMes. 

» La force qui produit celte répulsion est indépcndaulc de la propriété magné- 
tique ou diamagnéiique de la masse du cristal; elle varie plus leolcmenl avec la 
distanee aux pèles de Tatmant que les forces magnétiques ou diamagnétiqoes 
provenant des mêmes pôle» et agis^iant sur le cristal. » 

Après uo travail de Faraday (X), dans lequel l'illustre pliysieien parvenait à des 
résultats en désaccord avec la toi énoncée par Pliicker, celui-ci publia deux Mé- 
moires (XI, XII) dans lesquels, sans renoncer A son interprétation des phéno- 
mènes observés tout d'abord par lui, il niodinail légèrement l'énoncé de la loi 
qu'il avait cru démontrer dans son premier Mémoire, en admeltanl que l'action 
d'un pôle d'aiiuanl sur un axe optique était répulsive ou attractive, selon que le 
cristal était négatif ou positif. 

Ce n'est qu'après tous ces travaux, poursuivis dans une mjÏc inexaele, «pie 
Pluckcr(Xni) d'une part, Knnblaurli et 'r_>ndall (XIV) d'autre part, arri^é^enl 
à reconnaître la véritable cause des phénomènes observés et à attribuer ces phé- 
nomènes à nne capacité d*aimantation des eorps cristallisés variable suivant la 
direction. 

« Tous ces plii'nomènes, que j'ai observés, dit Plîicker, s'explirpicnl en sup|><)- 
saul qu'une polarité magnétique ou diamagnélique (selon que la substance est 
magnétique ou diamagnétique) peut se développer par Induction dans les cris- 
taux et s'^ développe plus ou moins aisément Suivant les diverses directions, fait 

qui e-^l lié a(i\ variation* de l'élasticité de Téthcr. » 

Knolilaucii et Tj-ndall concluaient ainsi leur Mémoire : 

< La loi de Plûcker, qui attribue aux axes optiques la manière particulière 
dont se comportent les cristaux entre les pMes d'un aimant, ne peut être conservée 

sous sa forme primitive. 

» Tous les phénomènes {irescnlés par le spath d Islande s'expliquent en suppo- 
sant que les échantiltont magnétiques sont plus faiblement magnétiques dans la 
direction du clivdge et que les échantîlloitt diamagnéliques sont plus faiblement 
diamagnétiques dans la même direction. » 
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I raimantatimi par iailaence 4m emUux, mns se préoccuper de l'établissement 

' in^mc cle ces équation»; c'osl aussi en siiivHttf In nn^ttiodr li-:^ Poisson qu'.Viigu^l 

fieer (XL) a mis eo équation le problème de l'inductioii crislalltac. Il a iolégré les 
£quDtîoDa différentleOea de ee problème pour le cas d'une aphère crîttalBne placée 
daos un ehamp magnétique uniforme. UalheareiwemeBt, dans le développemenl 
(le la ilii^oric de l'indiiciion cristallint', il a commis certaines inexaclUiides ana- 
ij^liques, comme l'a fait remarquer M. E. Malhicn. 

H. E. Matbicu (L\i, p. i65J est parvenu à des cquatioos d'équilibre analugut-:» 
à celles que l'on déduit de la tliéorie de Poissont mais il y est parvenu par une 
voie particulière qu'il nous csi impossible d'auahâor brièvement ici. Remarquons 
seulement qu'elle e<^t liée ù une hvpollièse sur la manière dont les actions mnp;nt'- 
liques s'c&crccut au »cin d'une substance criiitalliàéc et qu'elle conduit à unc 
théorie qui, de Taveu même de aoii auteur, ne peut subsister si les aînants agis- 
sanls et le milieu qui sépare ces aimants du cristal influencé ne sont pas formés 
de la même substance que le cristal. 

s 

Couclusion. 

L'ckauicn bislorique de la théorie de l'aimaDtatiun par inilucnce nuas »euiblc 
^ amener i la conclusion suivante : 

Poi^^im I \ ait cherché à déduire les équations de l'équilibre magnétique d*hjpn- 
iliè&es simples sur la nature des corps aimantés. Mais cette déduction a reDCOOlré 
, trois sortes d'objections : 

I* Lesliypotfaèsessurlesqaelles«llereposait,ucccptéesvolontSersparlesplijsi- 
cîens contemporains de Poisson, semblent peu compatibles avec les idées actuel- 
! lement en faveur auprès de» pliysicicns. 

. a" La rigueur des démonstrations mathématiques données par Poisson laisse 

beaucoup i désirer. 

3^ Certaines conséquences de la tbéorîe, telles que la constance do coefficient 

d'aimantalion, ne sont pas conformes à l'expérience. 

Ces objections, les théoriciens qui. après Poisson, se sont occupés de l'aiman- 
tation par influence ont cberebé à les éliminer; mais ils a'v sont parvenus qu'en 
admettant d'emblée les équations de Téquililire magnétique sans chercher i les 
relier à des hypothèses plus simples ou à une théorie plus générale. 11 nous 
semble donc qu'il y a dans cette théorie un progrès à réaliser ; ce progrès consis- 
terait à déduire la théorie de l'aimanlatioD par iuUucnee d'uu petit nombre de 
faits d'expérience simples, des lois de Coulomb par exemple, au moyen de prin* 
clpes généraux d'équilibre, tels que ceux que fournit la Thermodynamique. 
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Los tra\aux ullérieurs cir Pliicker el Hcer (XV, XX, X\ V V dr Knolilauch et 
•J vii.lnll { \\ \, XXni. XXIV), de Hankel ^XXI) cl de Faradd^ (XXIX) ne ce»- 

Sci<>nt «If roiifirmcr ces conclusions. 

1.'). lln'cilr (lonru'r jvii Poisson du niaf,'néli?in' il^ s (li^tniiK avait !;ii>>i'i: 
daoi» l'oubli jiar les au leurs <ii* ces recherches expciimentales. Sir W. Tliomson 
(XIX ) a|)|>(>la l'alteoiion des physiciens sur ceUe théorie. Après avoir rappelé les 
idées de Poisson et irsnsertt les 4gelil£s (i8) auquel l'illustre géomètre était pur- 

Vrrnr . i! HjiiulC : 

Il Tuul le reste de la théorie de Poisson !>c borne à la considération du cas des 
Bubstancei non eiisldlisëes ; dut ce cas, il est déntontré qae tea eoefOàents 
g', t" sont égaux entre eux et que les autres sont égaux à «éro. Biais ceb n*ia- 

di<iui' rien sur la possibilité d'établir des relations générales entre les neuf coellî- 
cicMiir.. (]uolle que suit la nature de la substance. J'ai trouvé que les relations 
suivantes, par lesquelles ces neuf coelBcients 5e réduisent à six, devaient être 
remplies quelle que soit la nature de la substance ; 

Ir = y-, 

» La démoustratiou de ces relations est londéc non puinl ^ur nnu proposiliou 
incertaine ou sur une hypothèse spéciale, maïs sur ce principe qu'une sphère 
d'une substance quelconque^ placée dans un champ magnétique uniforme et ca- 
paille de tourner nntrtur d'un axe fixe pTprnilÏLulaire aux lignes de force, ne pcUt 
de\enir une source inépuisable d'efl'ei mécanique, m 

Cette démonstration a été exposée plus tard par Sir W. Thomson (XLIII) et 
reproduite pari. Clcrk Maxwell (LX, t. Il, p. (><)). 

r;,-M<- i-i'm:(r<pie <l<» Sir W. Thoni^'ni .u li< \,ui di' mnrquer les principes fl'une 
tlK'orii- de l'induction magnétique des cristaux cl d'en établir les équations dif- 
férentielles. Aussi Sir W. Thomsou put-il confondre dans une seule et mémo 
élude ' XLN'II) la théorie de Taimantation par influence des sulwlanees amorphes 

on fîi ~r.iîlt rt jrn infrcr pour Irt unfs rninmr pour If"; nn!ri^« i|it(> le [iroblènie 
admettait une et une seule solution. Xéannioins Pliickcr se conU citait encore, 
en i8S8 (XXVIII), d*uae théorie approchée quHl avait ébauchée quelques années 
auparavant (XXV), théorie dans laquelle il ealeuleit, en parlant des résultats ob- 
tenus |iar Poisson pour les corps isotropes, l'action d'un pôle sur rélémenl ma- 
gnétique d'un cristal, vlémcnt qu'il assimilait à un ellipsoïde infiniment petit, et 
dans laquelle îl négligeait ta réaction de ces éléments les uns sur les autres. 
Sir W. Thomson s*cst contenté d'emprunter 1 Poisson les équations qui règlent 
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ruiinantitlion |>:ir ianiience des crittuiKt sans se préoccuper Je l'élahlisseineiit 
mùme dr r- ^ riinniinii-i ; c'esl aussi en suivant la méthode do Pnissfsn qu'Aii^jusl 
ïiecr {\L} a mis en équation le problème de l'induclioa cristalline. Il a intégré la 
équatioDH dilFéreDtiellet de oe problème pour le cas d*UDe sphère cristalline placée 
dans un cliiuiip niagnêliqiic iinirorme. Malhearemcnent, dans le développemeni 
lU' la tlx'nr ii' (!«■ l'induction crisiidline, il a commis certaines inexactitudes ana- 
Ijliquus, comme l'a fait remarquer M. D. Mathieu» 

M. E. Mathieu (LX(, p. i6S) est parvenu à des équations d'équilibre analogues 
à celles que l'on déduit de la théorie de Poisson, mais il v est parvenu par une 
voie pariirttll. 1 1' qu'il nous est ImpossîMc d'analv^fr liriAvnm'ot ici. Remarquons 
aeulenieni qii elle l'sl lice à une livpolhè&e sur la manière dont la acliou!> iiiagné- 
liques s*ezerceR( au seiu d'une substance cristallisée et qu'elle conduit à une 
théorie <|ui, de l'iiveii même de son auteur, ne peut subsister si lea aimants agis- 
sant* et II iiiiliiMi qui sépare ces aimants du cristal influencé ne aoRi pas formés 
de It) luétne substance que le cristal. 

Crouoluiion. 

L'examen bisioriqne de h théorie de l'aimantation par influence nous semble 
amener à la conclusion suivante : 

Poisson avait clierchéà déduire les éqiutidtK de r<'-f[in!i!)r(' iii.ipnéliqiic d'hypo- 
thèses simples sur la nature des corps aimantés. Mais celte déducliun a rencontré 
trois sortes d'objections : 

I* Les hypothèses sur lesquelles elle reposait, acceptées volontiers par les pliysi* 

ciens contemporains de Poisson, semblent peu compatibles avec les idées actuel- 
lement en faveur auprès des pbvsiciens. 

•a" La rigueur des démonàtralions mathématiques données par Poisson laisse 
beaucoup & désirer. 

S " Certaines conséquences de la théorie, telles qu« la COnstaDOe du cocflicieut 
d'aimanlalion, ne sont pas conforivirs à l'expérience. 

Ces objections, les théoriciens qui, après Poisson, se sont occupés de l'ainian- 
tatiun par influence ont cbœhé i les éliminer; mais ils n'y sont parvenus qu'en 
admettant d'emblée les écpiations de l'équilibre nuif^m-liquc sans chercher i les 
relier à des li\ |H)lIirst"i plus siinple<! ou n iitn- lliétirie plus {générale. Il nous 
semble donc qu'il y a clans celte théorie un progrès il réaliser; ce progrès consis- 
terait à déduire la théorie de l'aimantation par influence d'un petit nombre de 
faits d'expérience simples, des lois de Coulomb par exemple, au moyen de prin- 
cipes généraux d'équilibre, tels que ceux que fournil la Thermodynamique. 
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